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Résumé
On étudie les relations entre les racines primitives et les polynômes primitifs d’un corps fini, et

ceux d’une extension finie de ce corps.
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1 Introduction - Notations

Soit q = pn une puissance d’un nombre premierp. Soit Fq le corps fini àq élé-
ments. Sim est un entier≥ 2, le corps finiFqm est une extension de degrém de
Fq.

Soit alorsα un élément primitif deFqm et P (X) ∈ Fp[X] le polynôme primitif
(de degrémn) qui est le polynôme minimal surFp deα.

Posonsγ = 1 + q + · · · + qm−1. Ainsi

qm − 1 = (q − 1)γ.

Remarquons queFqm = Fp(α). On a donc aussiFqm = Fq(α). Mais en raisons
de la relation sur les dimensions relatives, la dimension del’extension algébrique
simpleFqm = Fq(α) surFq estm. Par suite(1, α, · · · , αm−1) est une base deFqm

surFq.
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2 Lien entre racines primitives

Posonsβ = αγ. Alors,

βq−1 = 1,

et doncβ ∈ Fq.

Proposition 2.1 β est un élément primitif deFq.

Preuve. Il suffit de voir que si0 < v < q − 1 alors0 < γv < qm − 1, et donc
βv 6= 1. �

3 Polynômes q-primitifs

Rappelons queP (X) ∈ Fp[X] est le polynôme primitif (de degrémn) associé à
α.

Notons alorsΠ(X) ∈ Fq(X) le polynôme minimal deα dans l’extensionFqm de
Fq.

Un tel polynôme sera appeléq-primitif . La question est de savoir quels sont les
liens entreP (X) etΠ(X).

Il ya en toutφ(qm − 1) éléments primitifs dansFqm. Il y a donc

φ(qm − 1)

mn

polynômes primitifs et
φ(qm − 1)

m

polynômesq-primitif.
Rappelons que siu est racine dans un corps finiFs d’un polynômeN(X) ∈ Fs[X],
alorsus est aussi racine deN(X).
En conséquence les racines deP (X) sont

α, αp, αp2

, · · · , αpmn−1

.

Les racines deΠ(X) sont

α, αq, αq2

, · · · , αqm−1

.
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Posons alors

Π1(X) = Π(X) = (X − α) · · · (X − αqm−1

),

Π2(X) = (X − αp) · · · (X − αpqm−1

),

Πj(X) = (X − αpj−1

) · · · (X − αpj−1qm−1

),

Πn(X) = (X − αpn−1

) · · · (X − αpn−1qm−1

).

Avec ces notations on obtient donc

P (X) = Π1(X)Π2(X) · · ·Πn(X).

Remarquons queΠj(X) est le polynômeq-primitif associé à l’élément primitif
αpj−1

.
Les polynômesq-primitifs (de degrém) se regroupent donc par paquets den pour
reconstituer les polynômes primitifs (de degrémn).
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