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Préface

Cet ouvrage est une initiation a ’analyse numérique. Les notions qui y sont
exposées et développées concernent les objets et méthodes de base de ce vaste
domaine des mathématiques. Le niveau est celui des deux ou trois premieres années
d’Université. Nous n’abordons pas les méthodes techniquement tres élaborées. Nous
n’abordons pas non plus 'immense domaine des équations aux dérivées partielles
et équations fonctionnelles générales faisant intervenir les résultats généraux sur les
espaces fonctionnels.

Nous essayons de montrer comment 1’algebre linéaire d’une part et quelques
outils classiques de l’analyse d’autre part, permettent de poser clairement les
problemes d’approximation, d’interpolation, de calculs d’intégrales et de solu-
tions d’équations différentielles. Nous donnons les méthodes numériques classiques
concernant ces questions.

Robert Rolland






CHAPITRE 1

Approximations de solutions d’équations

1.1. Introduction

Nous voulons résoudre numériquement 1’équation :

(1.1) f(z) =0

ou f est une fonction suffisamment réguliere. Nous supposerons f au moins
continue, parfois de classe C' ou plus. Il existe de nombreuses méthodes sophis-
tiquées pour attaquer ce probleme. Nous donnons ici deux idées importantes a
la base de la plupart de ces méthodes : d'une part la dichotomie, d’autre part
I’approximation de Newton. Ces deux idées seront illustrées par deux méthodes
correspondantes.

1.1.1. Dichotomie. Nous supposons que nous avons isolé le zéro ¢ que nous
voulons calculer, c’est-a-dire que nous avons trouvé un intervalle [a,b] tel que :

¢ €la, b,

Vo € [a, 0]\ {c}, f(z) #0

Nous supposerons en outre que f change de signe en ¢, donc que :

fla)f(b) <O0.

La méthode de calcul de ¢ par dichotomie est tres simple : on coupe l'intervalle sur
lequel on travaille en deux et on teste sur lequel des deux sous-intervalles obtenus
se trouve c. On réitere le procédé a partir du sous-intervalle déterminé. Apres n
itérations on localise le nombre ¢ sur un intervalle de longueur (b — a)/2". Voici les
détails :

On fixe € > 0,

A:=a;
B:=b;
E =c¢;
tant que B — A > E faire
C:=(A+B)/2;
si f(C) =0 alors
retourner C';
sortir;
finsi;
si f(A)f(C) <0 alors
B:=C;
sinon

A:=C,;
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finsi;
fintq;
retourner C';

1.1.2. Approximations successives, point fixe. Avant de présenter la
méthode de Newton, disons quelques mots sur la méthode générale des approxi-
mations successives. Soit f une fonction de classe C! définie sur un intervalle [a, b]
a valeurs dans l'intervalle [a,b]. Soit ug € [a,b]. On définie alors par récurrence la
suite de terme général u; en posant pour tout ¢ > 1 u; = f(u;—1). On étudie la
convergence de cette suite. Nous allons montrer que sous certaines conditions on
peut affirmer qu’il existe un point fixe pour f, c’est-a-dire une solution de 1’équation
f(x) =z (cf. figure 1).

To [T~ "7177- 7772

a Zo b

Fi1G. 1. Théoreme du point fixe

THEOREME 1.1 (Théoréme du point fixe). Sous les hypothéses précédentes, si
on suppose que :

sup |f'(z)] =k <1,
z€a,b]

alors la fonction f(x) admet un point fize xo et un seul sur lintervalle [a,b]. La
suite (u;); définie précédemment converge vers le point fize xg.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme des accroissements finis :
luz —u1| = [f(u1) — f(uo)| < klur — uol,

lug — ug| = [f(u2) — f(u1)] < klug — us| < k*|ur — ugl,
et en itérant ce calcul :

[ty — Up—1] < k"_1|u1 — ug)-
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On en déduit que sin > p:
kP(1 — k™P)
1—k

Donc la suite (uy), est une suite de Cauchy, elle converge vers un point zg. Ce
point est un point fixe, en effet, u,+1 = f(u,), comme la suite de terme général w,,
converge vers xg et que la fonction f est continue, on conclut que f(u,) converge
vers f(xo) et donc que zg = f(xg). On peut voir que le point fixe est unique en
constatant que si s est un point fixe alors :

[un, — s| = |f(un—1) — f(s)] < klun—1 — 5|,

et en itérant ce calcul :

[t — up| < |ug — wol.

|tn, — s| < k™ |uo — s].
Ceci prouve en effet que s est la limite de la suite de terme général u,,, et donc que
s = xg. U

EXEMPLE 1.2 (Construction d’une table trigonométrique). Les propriétés géo-
métriques des lignes trigonométriques permettent de calculer facilement sin(w/6),
sin(m/4), sin(w/3), sin(w/5) ainsi évidemment que les cosinus des mémes angles.
En utilisant la formule qui donne le sinus d’une différence on trouve sin(w/30),
en utilisant la formule qui donne le sinus de l’arc moitié on obtient sin(w/60). On
a donc une table donnant les sinus (et les cosinus) de 3° en 3°. Il faudrait donc
calculer sin(7/180) pour avoir une table trigonométrique donnant les lignes de tous
les angles en degré entier. On utilise alors la formule :

sin(3z) = 3sin(z) — 4sin’®(x).

On cherche alors & résoudre cette équation connaissant la valeur ¢ = sin(3x).
L’équation se ramene a :

1
sin(z) = §(4 sin®(z) + a).
Donc si on pose :
1

on est amené & chercher un point fixe de f. Ici u est proche de 0 (sin(7/180)), donc la
dérivée est dans un voisinage du point fixe bien plus petite que 1 en valeur absolue,
et le théoréme précédent s’applique. On peut prendre par exemple ug = a/3.

1.1.3. Méthode de Newton. Il s’agit ici de remplacer la fonction f dont on
cherche un zéro par sa tangente en un point voisin du zéro cherché (cf. figure 2).

Ainsi & partir d’'un point wg proche de la solution zy de I’équation f(xz) = 0
(qu’on supposera unique, tout au moins dans un intervalle adapté), on construit
la tangente & la courbe y = f(x) au point (ug, f(ug). Cette tangente coupe I'axe
des abscisses au point u1. On itére cette construction a partir de la valeur u; pour
obtenir le point us. Le calcul de ’équation de la tangente au point d’abscisse x et
de son intersection avec I'axe des & montre que si on introduit :

f(x)
fr(z)’

Flz)=a—

alors on peut écrire :

up = F(ug),ue = F(u1), -+ ,up = Fup—1), -
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Y

F1G. 2. Méthode de Newton

On vérifie imédiatement que z( est point fixe de la fonction F(z). De plus si on
suppose la fonction f de classe C par exemple et si on suppose que la dérivée f/ de f
ne s’annule pas, alors F'(z) est dérivable et sa dérivée est nulle au point zg. Il y aura
donc un voisinage fermé de ce point fixe, pas nécessairement simple a déterminer
effectivement, dans lequel la théorie du paragraphe précédent s’applique. De plus,
comme la dérivée de F sera proche de zéro, on peut espérer une bonne convergence
de la suite (uy,)n, d’autant plus rapide qu’on va se rapprocher du point fixe. Nous
n’en dirons pas plus dans le cas général, nous allons développer deux exemples.
1.1.3.1. Ezxemple 1. Considérons la fonction :

f(z) =2% —2.

En nous restreignant a x > 0, nous allons déterminer la solution positive de
I’équation 22 = 2, c’est & dire & = v/2. Introduisons donc, comme nous l'indique la
méthode de Newton, la fonction :

z? -2 z 1 1 2
F = — = —_ — _ = — —_ .
(@) =2 2z v 2+x 2<x+x)

On voit que par exemple F([1,2]) C [1,2] et sur cet intervalle la dérivée de F(z)
est en valeur absolue majorée par 1/2. Donc le théoréme du point fixe s’applique
sur cet intervalle. Nous avons successivement :

5 (u " %) - VE= Plu,) = FV2) = 5o (12 + (VD ~ 2u,2).

%(un—i—i)—ﬁ:%(un—\/ﬁ)za

n n
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1 2 1 2
. un+_ —\/5 S_(un_\/i) 3
2 Unp, 2
c’est-a-dire : . )
et~V < 1 (0 - v2)

La convergence est donc quadratique.
1.1.3.2. Ezxemple 2. Considérons la fonction :
1
fl@)=a-—,
ou a > 0, que nous étudierons pour x > 0. En appliquant la méthode de Newton
a I’équation f(z) = 0, nous obtiendrons une fagon de calculer 1/a. Introduisons la
fonction :
F(z) =2(2 — ax).
Soit I l'intervalle ouvert ]0,2/a[. Si ug € I alors 0 < F(ug) < 1/a. Posons ensuite
ur = F(up) et par récurrence u, = F(u,—1). La suite (un)n>1 est croissante,
majorée par 1/a, donc converge vers le point fixe 1/a de F. En renumérotant la
suite on peut supposer par exemple que |u; — 1/a| < 10%. Nous pouvons écrire :

latn 1 — 1| = |2au, — d*u? — 1| = (au, — 1)%
Donc :
w1\
n -1 = -1 2 <| = )
s = 1] = (ann = 17 < (5)
ou encore : .
L _1/1Y
Un+1 — —| =~ \ 71
g a \ 10

La encore nous avons obtenu une convergence quadratique.






CHAPITRE 2

Les outils classiques d’approximation

2.1. Introduction

Lorsqu’on souhaite approcher une fonction, ses valeurs en des points particu-
liers, des sommes de séries, ou des valeurs d’intégrales etc. on est amené a utiliser
les outils de I'analyse et en particulier le calcul intégral. Nous verrons par la suite
diverses méthodes d’approximation d’objets divers de I'analyse, en particulier I'in-
terpolation en des points bien choisis par des fonctions élémentaires tout aussi bien
choisies. Ici nous commencons par un outil trés simple mais particulierement effi-
cace : l'intégration par partie. Si I'on veut bien laisser de c6té le volet anecdotique
du calcul exact de certaines primitives, il faut comprendre I'intégration par partie
comme ’écriture d’une expression sous forme d’une partie principale (la partie tout
intégrée) et d’un reste (la deuxiéme intégrale)

/ f(®)gt)dt = [f(t)g(t)]a — / f()g'(t)dt.
Evidemment, si on espere que la partie

-/ " g (0t

puisse étre considérée comme un reste, il faut qu’elle soit négligeable devant la
partie tout intégrée

[F()g(®)]a-

Cette remarque nous indique comment choisir, quand on fait une intégration par
partie d’un produit de deux fonctions, celle qu’on integre et celle qu’on dérive : celle
qu’on dérive est en général celle qui varie peu, de maniere a obtenir une dérivée
petite. Attention ceci ne s’applique pas pour 'utilisation de 'intégration par partie
pour des calculs de primitives, ni pour ’établissement de formules théoriques ou
I'on veut obtenir une forme particuliere pour le terme tout intégré.

Dans la suite de ce chapitre, nous donnons deux applications tres impor-
tantes de l'intégration par partie : la formule de Taylor et la formule d’Euler-
Maclaurin. Ces deux formules constituent des outils de base des méthodes d’ap-
proximation. Nous exprimerons toutes ces formules asymptotiques en utilisant des
restes intégraux qui donnent des formules exactes, et en évitant au maximum les
formules faisant intervenir des restes écrits avec des points dont on ne connait pas la
valeur mais juste une localisation. En général, dans un vrai probléme on n’a jamais
vraiment besoin de ces formules et les formules avec reste intégral ainsi que 1'outil
”intégration par partie” permettent d’obtenir les évaluations dont on a besoin.

2.1.1. Intégrons dans le bon sens.

7
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Exemple 1. Il s’agit d’évaluer au voisinage de 400 'intégrale

+oo —u
In(z) U

On choisit clairement de dériver la fonction 1/u? et d’intégrer la fonction e, on

obtient
+oo —u +oo —u
e 1 e
—du = ———5 — 2/ ——du.
[n(r) u? x(ln(x))Q In(x) u3

Cette maniere de faire permet effectivement d’obtenir un reste négligeable devant
la partie intégrée. En effet :

e " et

E ( u? ) ’

+oo —u +oo —u
/ e—gdu =0 / e—Qdu
In(z) W In(z) W

+o0 e U 1
—Qdu ~ 72.
In(z) W x(ln(a:))

Exemple 2 (communiqué par Raymond Raynaud). Il s’agit de calculer

I, = /1 "2 (In(a)) da.

donc :

et en conséquence :

Ona Iy = (e3 —1)/3.
2.1.1.1. Le piége. Le piege consiste ici a voir apparaitre une formule tres simple
et a se laisser aller a intégrer par partie ”a 'envers”. C’est-a-dire qu’on va dériver

(In(z))? et intégrer 2.

e p
I, = 5 —BIp_l
Si nous itérons le calcul nous sommes amenés & écrire la formule exacte
e’ p plp-1) p! p!
_ - R I ¥ e T _1\yp—1_£° _1\yp_£ (.3
Iy 3 (1 3 9 (=1) 37’—1) (=1) 3p—1 (e 1.

Hélas, comme a chaque étape on a pris un "reste plus grand que la partie qui aurait
di étre principale”, cette formule est tres instable numériquement. En effet si on
change un peu la valeur initiale Iy en Jy, alors le terme J, calculé vérifie

|
Jp—1Ip = (—1)’7%@0 — Io),

ce qui fait que si Jy # Io, alors |J, — I,| — +o00. Donc une erreur d’arrondi va
completement modifier le calcul.

2.1.1.2. L’intégration dans le bon sens. Bien sir, si on integre dans le bon sens
en exhibant une partie principale et un reste plus petit que cette partie principale,

(In(x))”

alors ceci ne se produit plus. Intégrons donc et dérivons x2. Nous obtenons

e3 3

S
p p+1 p+1p+1’
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et cette fois-ci en itérant le calcul on tombe sur une formule stable qui nous permet

d’écrire tout de suite

63

I, ~—.
p
Si on veut pousser le développement plus loin on obtient :

1 4 1
_ 3
= (5‘?)”(?)'

Bien str la formule de récurrence trouvée est la méme que dans le premier
calcul, écrite différemment. Mais justement ceci nous permet de voir que si on a
une vision ”a 'envers” de l'intégration par partie, alors la suite des calculs qu’on
est amené naturellement & faire conduit a de mauvaises situations.

2.2. La formule de Taylor

THEOREME 2.1. Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur le segment
[a —€,a+ €] et n+ 1 fois continument dérivable sur ce segment. Alors pour tout
point x du segment [a — €,a + €] on peut écrire

. —_ n x —t n
@) = o)+ g+ B gy 4 [P s
Preuve. On utilise une démonstration par récurrence. La formule

/ " f 0t = f(@) — fla),

assure que le théoreme est vrai pour n = 0. Si on suppose vraie la formule a I'ordre
n > 0 alors

Sl =" (n+1) _ —(z — )"t (n+1) ’ Tzttt (n+2)
[ e - [7) / (t>L+ J N T

n! (n+1)! (n+1)!
-t m (z—a)"*' -ttt
/ Tf( (t)dt = Wf( H)(GH'/ Wf( 2 (t)dt,
ce qui nous donne la formule a 'ordre n + 1. ([

2.3. La formule d’Euler-Maclaurin

2.3.1. Un exemple a la main. Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1].
Cherchons a exprimer
1
| st
0

Pour cela on peut commencer par dire en remplagant f par sa valeur en 0 qu’une
valeur approchée de 'intégrale est f(0). Etudions alors

W/fdt (0).
W/ )dt

ce qui par intégration par partie (on dérive f(t ) et on intégre 1) donne

W = [Pi(t) (£() / PP

on voit que
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ot Pj(t) est une primitive de 1 (donc de la forme ¢t — a) a bien choisir.

1
W= (-0 (f1) - FO) - [ PR
0
L’intégrale qui reste dans le second membre peut a son tour étre intégrée par partie
en dérivant f’ et en intégrant P;. Soit P»(t) une primitive de Pi(t). Choisissons
Py (t) tel que P2(1) = P»(0) ou encore
1
/ Py(t)dt = 0.
0

Ceci impose de prendre a = 1/2 (Py(t) =t —1/2). On a alors

W =1/2(f(1) = £(0)) = P2(0) (f{(t) = £'(0)) +/0 Po(t) 2 (t)dt.

Intégrons de nouveau par partie I'intégrale qui subsiste au second membre. Notons
P5(t) une primitive de Pa(t) et choisissons P»(t) de telle sorte que P3(1) = P5(0).
Comme Py (t) =t —1/20on a Pa(t) =t2/2 —t/2+ C et la condition imposée

/1P2(t)dt =0
0

donne C' = 1/12. Alors P3(t) = t3/6 — t2/4 4+ t/12 + C, et si on impose aussi la
condition

1
/ Py(t)dt = 0
0
alors P3(t) = t3/6 — t?/4 + t/12. On obtient aprés une nouvelle intégration par

partie :

1
W =1/2(f(1) = £(0)) = 1/12(f1(t) — f'(0)) — /0 P3(6)f®(t)dt.

Arrétons la le développement et écrivons en conclusion

/0 f(t)dt =172 (£(0) + f(1)) = 1/12(f'(1) = f'(0)) - /O P3(6)f®(t)dt.

2.3.2. Polynémes de Bernoulli. Les calculs précédents mettent en évidence
la suite des polynomes de Bernoulli.

THEOREME 2.2. Il existe une suite (Qn)n>0 et une seule de polynomes telle
que

(1) Qo=1
(2) Q) =Qn-1, pourn>1
(3) fol Qn(u)du = 0, pour n > 1.

Ces polynomes sont appelés polynémes de Bernoulli.
Preuve. Par récurrence, Qg est bien défini, Q,—1 étant construit, la condition (2)

fixe @, & une constante pres. La condition (3) fixe cette constante. g

Compte tenu du mode de construction de ces polynomes, il est facile de voir
que leurs coefficients sont rationnels.

Voici les premiers polynomes de Bernoulli :
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1 2?2 oz 1
— ]_ — —_ - —_ —_— — — -
Qo Q1==x 3 Q2 5 5 + 1
.133 .132 X
G- Tt

PROPOSITION 2.3. Pourn > 2, Q,(1) = Q,(0).

Preuve. En effet on doit avoir fol Qn—1(u)du = 0. Mais comme @, est une primitive
de Q,,_1 on a fo Qn-1(u)du = Q,(1) — Q,(0), d’ou le résultat. O

nl

PROPOSITION 2.4. Sin > 1, Qu(z +1) = Qu(z) = gy

Preuve. On constate que 1’égalité est vraie pour n = 1. Supposons la vraie pour
n, par primitivation on obtient alors I’égalité a I'ordre n + 1 & une constante pres.
Mais la proposition précédente permet de conclure a la nullité de cette constante
d’intégration. O

Cette égalité permet de calculer des sommes du type > ¥_; k™. Par exemple si
n = 2 on obtient

P
Qslp+1) - = % L
ce qui donne .
zp:kz _ p(p+1)6(2p+ )
k=1
PROPOSITION 2.5. Pour toutn >0, Q,(1 —z) = (—1)"Qp(z).

Preuve. Le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1. Supposons le résultat vrai pour
n > 2. Alors par primitivation on obtient au rang n + 1 la formule voulue a une
constante d’intégration pres

Qn+1(1 - :E) = (_1)n+1Qn+1(x) +C.

Sin 4 1 est pair en donnant a x la valeur 0 on calcule C' = 0.
Si n 4+ 1 est impair alors par primitivation

Qn+2(1 - :E) = Qn+2(x) +Crx + D,

en prenant x = 0 on obtient d’abord D = 0, puis en prenant z = 1 on obtient
C=0. O

PROPOSITION 2.6. Pourn > 1,
Q2n+1(0) = Q2n+1(1/2) = Q2,41(1) = 0.
Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente avec x = 0, ce qui donne
Q2n+1(0) = Q2n+1(1) = 0, puis avec z = 1/2, ce qui donne Q2,41(1/2) = 0. O
En étudiant par récurrence les variations des fonctions ), on pourra montrer
que

PROPOSITION 2.7. Pour n > 1, Q2,(0) # 0 et Signe(Q2,(0)) = (=1)"T1.
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On notera
B = (~1) 1 (2k)1Qu1(0).
Ainsi les By, (nombres de Bernoulli) sont des rationnels positifs. Les premiers
nombres de Bernoulli sont

By =1/6 By=1/30 Bs=1/42 B, =1/30.

2.3.3. Formule d’Euler-Maclaurin. Soit f une fonction réelle de classe C*°
sur [0, 1].

FU) = F0) =172(f' (1) + £'(0)) = [ @) fP@)dt,
et par récurrence on montre que :

THEOREME 2.8. Soit [ une fonction réelle de classe C*° sur [0,1]. Alors pour
toutn >1 :

fF) = f(0) == (f(1) +Z f(%( ) — £(0))

k=1

_/0 Q2nt1(2) f*" ) () da

En particulier si on applique ce résultat a une primitive de f on obtient

| rwar=500 Z FERD() - D 0))

B / Qant1(2) f" ) (2)da.
0

On peut appliquer le théoréme 2.8 sur un intervalle [a,b] au lieu de [0,1]. 11
suffit comme toujours de faire le changement de variable affine qui envoie a sur 0
etbsur 1:¢t=a+u(b—a). On obtient alors :

N | =

THEOREME 2.9. Soit f une fonction réelle de classe C™° sur [a,b]. Alors pour
toutn >1 :

Fb) = fa) = — (f’(b)+f’(a>)+z(_ S

(fZ9 () = FE¥)(a))

/ Qonr (=) (b - a1 £

Découpons maintenant Uintervalle [a,b] en ¢ morceaux de méme longueur h =
(b —a)/q sous la forme :

a=ay<a; <ay<--<ag-1<ag=0b,

appliquons le théoreme 2.9 sur chaque morceau et sommons les résultats. Nous
obtenons :
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THEOREME 2.10. Soit f une fonction réelle de classe C* sur [a,b]. Soit a =
ap < a1 < -+ < ag <ag=>le partage de [a,b] en q intervalles de méme longueur
h=(b—a)/q. Alors pour tout n > 1 :

ﬂ@—f@%=ﬂ%)—ﬂ%)=gﬁﬂﬂ+f®ﬂ+h§:f®9

n o \k 2k
£ 3 e ) - 1)
k=1 ’

h q—1
—h2"71/0 Q2n+1 (%) <Z FeHD (g, + v)) dv.
s=0

Cette derniere formule est appelée la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
car elle permet de calculer la somme :

-1

f/(a8)~

1

Q

s

2.3.4. Application a P’évaluation de restes de séries. Considérons la
série de terme général 1/n?. On sait que cette série converge et que :

<1 2
S_QE_?

Ecrivons la somme S sous la forme :

S=5,+R,
ol :
1 1
Sp = Z ﬁ et Rp = Z ﬁ
k=1 k=p+1
Nous cherchons & évaluer R,. Pour cela introduisons la fonction f(z) = —1/x

dont la dérivée est f'(x) = 1/2%. Appliquons le théoréme 2.10 & la fonction f sur
I'intervalle [p,r + 1] (ot p et r sont des entiers) avec h = 1 et n = 1. Nous obtenons
successivement :

1 1 1
R _RT: + +...+—7
P e e

1 1 1/1 1 1/1 1
R,—-R=——— -5+ — - —= Tr
b p r+1 2<p2+(7"+1)2)+6(p3 (7"+1)3>+ P
et en faisant tendre r vers 400 :
1 1 1
Ry=-———+-—+T,
P e e TP

ou T}, se calcule facilement en utilisant le théoreme 2.10. Un calcul simple (compa-
raison d’une somme de série avec une intégrale) permet de voir que :

1
Tp:O<E>,
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ce qui donne pour R, le développement asymptotique :

11 1 1
Ry=-——+—+0(=).
P o e T (p4>



CHAPITRE 3

Interpolation des fonctions

3.1. Introduction

L’interpolation est un sujet tres vaste lié aux questions d’approximation
des fonctions. Tres grossierement il s’agit de trouver dans une classe fixée de fonc-
tions (par exemple les fonctions polynomiales) un élément réalisant un certain
nombre de contraintes. Souvent ces contraintes sont liées a la donnée d’une fonc-
tion f qu’on cherche & approcher par un procédé d’interpolation (par exemple la
fonction cherchée doit prendre la méme valeur que f en des points donnés). On se
trouve alors confronté a plusieurs problemes de natures différentes. Tout d’abord
un probleme algébrique, celui de trouver le ou les éléments de la classe choisie
qui réalise les contraintes. Ensuite un probleme d’approximation qui consiste lors-
qu’on est parti d’une fonction f & mesurer la qualité de 'approximation théorique
obtenue. Enfin un probleme algorithmique, celui de déterminer un algorithme per-
formant qui permette de calculer facilement et de maniére aussi exacte que possible
la ou les solutions.

Dans un premier temps nous partirons d’un exemple important : I'interpolation
de Lagrange.

3.2. Interpolation de Lagrange

Soient xq, z1, ..., T, des nombres complexes distincts et yg, Y1, ..., Yn des nombres
complexes. Il s’agit de trouver un polynéme P(X) vérifiant P(x) = yj pour toutes
les valeurs de k comprises entre 0 et n.

3.2.1. L’aspect algébrique.

Existence de solutions. Notons C[X] 'espace des polynomes & coefficients com-
plexes et C,[X] le sous espace des polynomes a coefficients complexes de degré
inférieur ou égal & n. Considérons alors I'application linéaire T' de C[X] dans C"*1
qui & un polynéme P(X) fait correspondre (P(x¢), P(x1), ..., P(xy)). On voit que le
noyau Ker(T) de Papplication T est I'espace constitué des multiples du polynome
N(X)= (X —20)(X —21)...(X — z,) et qu'on peut écrire

C[X] = Co[X] €D Ker(T).

Ceci nous montre que la restriction de T' & C,[X] est une bijection de C,[X]
sur C"+1,

Le résultat obtenu est donc le suivant

THEOREME 3.1. Pour tout élément (yo, Y1, ---, Yn) de C" 1 il existe un polynéme
P(X) de degré < n et un seul (polyndme d’interpolation de Lagrange) tel que

15
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P(zr) = yr (0 < k < n). Tout polynome Q(X) (de degré quelconque) vérifiant
aussi Q(zr) = yr (0 <k <n) s’écrit sous la forme

Q(X) = P(X) + K(X)N(X).

Ecriture sous la forme naturelle (base des mondmes). Si on cherche & trouver
explicitement le polynome de Lagrange écrit sous la forme habituelle P(X) = ap +
a1 X +...+a,X" on est amené a résoudre le systeme de n+ 1 équations en les n+ 1
inconnues ay, ..., Gy,

a0+ a1z + ... +anry = Yo
ap + a1z + ... +apx? = Y1
a0+ a1Ty + ... +anT) = UYn.-

Ce systeme est un systeme de Vandermonde dont on sait bien str qu’il admet
une solution unique. Nous fournirons ultérieurement un algorithme pour résoudre ce
systéme plus rapidement que ne le ferait une méthode classique comme la méthode
du pivot par exemple.

Ecriture sous forme de Lagrange. Ainsi le calcul des coefficients a; du polynome
cherché se ramene a la résolution d’un systeme de Vandermonde. Sans étre tres
compliqué ceci n’est cependant pas immédiat. Or il peut se faire qu’on n’ait pas
absolument besoin des coefficients a; et qu’on puisse se satisfaire d’exprimer le
polynome d’interpolation dans une base mieux adaptée que la classique base des
monodmes. Dans cet ordre d’idée, introduisons les n + 1 polynémes Ly(X) (ot 0 <
k < n) qui vérifient

{ Lk ({Ek) =1
Li(z;) = 0 (j#k).

D’apres ’étude qui précede le polynéme Ly (X) existe et est unique. On vérifie
aisément que L (X) s’écrit explicitement sous la forme

(X —z0)ee. (X —2p—1)(X —xpg1). (X —2p)
(g — 20)- () — 1) (T — Ty 1) (T — )

Ces polynémes forment une base de C,,[X] et le polyndéme d’interpolation s’ex-
prime dans cette base

Ly(X) =

n
P(X) = ZykLk(X)'
k=0
Il est intéressant de remarquer que le polynéme L (X) s’écrit aussi

N(X)
(X — xk)N’(xk)

ou N(X) = (X —x0)(X —x1)..(X — xp).

Ecriture sous la forme de Newton. L’inconvénient des polynémes Ly (X) est que
chacun d’eux fait intervenir tous les points d’interpolation et donc si on rajoute un
nouveau point tout calcul fait a partir des polynémes L (X) doit étre entierement
refait.

Ly(X) =
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Prenons alors les polynémes N (X) = (X —20)(X —21)...(X —z_1) o0 0 < k <
n (avec No = 1). Ces polynémes forment aussi une base de C,,[X] et le polynéme
d’interpolation se décompose sur cette base sous la forme de Newton

P(X) = Z b N3 (X).
k=0

Le probléme est alors de calculer les coefficients bg. Pour ce faire définissons les
différences divisées successives des valeurs y; par rapport aux points x;

[yo] = vo

[yla (XS] yk] - [y(); (XS] yk—l]
T — o

[y()a Y1, "'7yk] -

THEOREME 3.2. Les coefficients de la décomposition du polynéme d’ interpo-
lation de Lagrange de degré n dans la base de Newton sont donnés par

be = [Yo, Y1, - Yk)

0<k<n.

Preuve. La formule a démontrer est clairement vraie si on a n = 0. Supposons
la formule vraie pour les polyndémes de degré n—1 interpolant en n points. Soit alors
P, —1(X) le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points g, 1, ..., Trn—1
et aux valeurs yo,y1, ..., Yn—1, @n—1(X) le polyndme d’interpolation de Lagrange
associé aux points x1, Ta, ..., &, et aux valeurs y1,ya, ..., Yn €t

P(X) = Y bNe(X)
k=0

le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points xg,x1,...,Z, €t aux
valeurs yo, y1, ..., Yn- 1l est facile de voir que

Py (X) = 2_: b Ny, (X)
k=0

si bien qu’il reste simplement en vertu de I’hypothese de récurrence a établir la
formule pour le coefficient b,,.

Pour cela définissons
(X —20)Qn—1(X) = (X —2,) P, 1 (X)

Tp — To

Po(X) =

On vérifie que
P, (x7) =Y
pour 0 <4 < n. Donc
Po(X) = P(X).
En égalant les coefficients du terme de degré n dans I'expression des polynomes P,
et P, on obtient la relation cherchée.

En comparant ’expression de Newton du polynéme Pj, d’interpolation en k+ 1
points avec celle de Lagrange on trouve en regardant les coefficients des termes de
degré k
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k

Yj
Mo, y1, Ukl = ) -
Y ]z::()Nlchrl(xj)

Il est clair dans cette représentation que le rajout d’un nouveau point ne fait
que rajouter un nouveau terme au polynome, les autres termes restant identiques.

3.2.2. L’aspect approximation.

Le théoreme de division des fonctions différentiables. Soit f une fonction réelle
définie sur R de classe CP*1, o1 p est un entier naturel. On suppose que f s’annule
en un point a de R. Posons

1
g(z) = /0 flla+ (x —a)u)du

alors g(x) est 'unique fonction continue telle que

f(x) = (z —a)g(x).
De plus d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale on voit que la
fonction g(z) est de classe CP et que pour tout 0 < g <p

1
9 () = / ul f D (a + (x — a)u)du
0

et par suite

1
19" ()| < py lsupte[a,m]lf(q“)(t)l-

Majoration de I’erreur. Soit f une fonction de classe C"*1, P le polynome d’in-
terpolation de Lagrange qui prend les mémes valeurs que f aux point xg, 1, ..., Tp
et I un intervalle compact contenant x, zg, x1, ..., ,. Appliquons alors le théoreme
précédent & f(z) — P(x). On obtient

f(x) = P(z) = (x — xo)go(x)

avec

n 1 n
195” @) < =g suprer|FOD (1)
(ne pas oublier que P("+1)(z) = 0)
puis
go(z) = (z — z1)g1(x)
avec

n— 1 n
9"V @) < ~supierlgs” (1)

et ainsi de suite. Si bien que

|f(z) = P(z)] < - )!|(“_”50)(93—361)---(36—xn)lsuptezlf("“)(t)l

(n+1
3.2.3. L’aspect algorithmique.
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Le calcul des différences divisées. L’algorithme des différences divisées est tres
simple. Il utilise I’écriture du polynéme d’interpolation sous la forme de Newton. Les
coefficients sont alors calculés par la formule de récurrence établie précédemment

[yo] = o
Yty Yk] — 1Yoy -+ Yk—1
[y07y17"'7yk] = [ - J]Uc —[.13(; : ]

si bien que le calcul se fait conformément & la figure 1.
Le nombre d’opérations & effectuer est en O(n?).

(0]
\
[yo, 1]
\
(1] / (Yo, y1, y2] \
\
[y1, 92 / (Yo, y1, 2, ys]
\
(2] / Y1, Y2, 3] /
\
[y2, ys] /
[ys] /

F1G. 1. Le calcul des différences divisées

Résolution d’un systeme de Vandermonde. Nous avons vu que le calcul effec-
tif des coefficients du polynéme d’interpolation de Lagrange dans la base naturelle
des monomes passe par la résolution d’un systeme de Vandermonde. Voici un algo-
rithme qui permet de résoudre un tel systeme. Cet algorithme est basé en fait sur
I’algorithme de Horner pour 1’évaluation de polynomes. 11 est plus rapide que les al-
gorithmes directs de résolution des systemes linéaires généraux comme la méthode
du pivot de Gauss ou la méthode de Householder qui sont en O(n?) alors que nous
obtenons ici un algorithme en O(n?).
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Soit N un entier > 2. Etant donné x = (z1, xa, ..., ) un N-uplet de réels deux
a deux distincts on note B la matrice

1 1 1
xr1 To v TN
2 2 2
B= Ty Ty TN
N-1 ,N-1 N-1
x) x5 Ty

On cherche a résoudre le systeme

BW =@
ou () est la matrice colonne constituée des seconds membres q1,q2,- - ,qn du
systeme et ou W est la matrice colonne constituée des inconnues wy, ws, -+ ,WN

du systeme.

Pour tout entier j vérifiant 1 < j < N on pose

P; est donc un polynéome en = de degré N — 1 qui peut s’écrire

N
Pi(z) =) Ajpat!
k=1

En effectuant le produit de la matrice A = (A4; )% par la matrice B on constate
que
AB = (Pj(xk))jk

ce qui prouve que A est I'inverse de B.
On peut alors écrire que W=AQ. On obtient ainsi les formules

N
wj =Y Ajrdr-
k=1

Nous allons dans la suite mettre en place une méthode de résolution qui calcule
les coefficients des polynémes P;, donc qui calcule I'inverse de la matrice B.Pour
calculer les coefficients de P; on sera amené & calculer les coefficients de

N
Nj@) =] (= - an)
i
et aussi le dénominateur intervenant dans la formule qui définit P;, c’est a dire le
nombre N;(z;).
Posons
Plz)=(x—z1)(z —x2)...(x —xN)

P(x) est donc un polynéme de degré N qui s’écrit sous la forme :

P(x) = 2Nty 4+t e+
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Montrons tout d’abord comment si on connait les coefficients ¢; on peut calculer
les coefficients du polynéme

Pour cela posons
Nj(z) = bya¥ "t 4 Fbox + by

On vérifie immédiatement sur 'expression de N;(z) que le coefficient du terme
de plus haut degré est 1. En remarquant que P(z) = N;(x)(x — ;) on établit la
formule

bp_1=cL+ ijk-

Si bien que

by =1
bp_1 =ci + :Ejbk
Connaissant les coefficients de N il est alors facile de calculer le dénominateur

Nj(z;) intervenant dans la définition de P;.
En effet posons ¢ty = by = 1 et définissons pour tout £ < NV

th1 =2l + br_1

On constate alors que 1 = N,(z;), le calcul proposé pour N;(x;) n’étant rien
d’ autre que I'algorithme de Horner.

Il reste maintenant & calculer les coefficients c¢; de P.
Pour tout entier k£ vérifiant 1 < k < N on définit

Qr(x) = (x — x1)(z — x2)...(x — x})
et on écrit Qi sous la forme
Qr(z) = zF + ak,kxk_l + ak,k,lxk_z + .t aga

Il est facile de voir sur 'expression de Q1 (z) =z — 1 que a1 = —1.
De la formule

Qr(z) = Qr-1(z)(x — 2k).
découlent pour k = 2,3, ..., N les formules
O,k = Qk—1,k—1 — Tk
Qrj = Qp-1j-1— Thap-1,; Jj=k—1,..,2
ce qui acheve ’algorithme.

On peut voir que le nombre d’opérations a faire dans cet algorithme est en
O(N?), la partie la plus cotliteuse étant le calcul des coefficients cy.

3.2.4. Un cas particulier : les points d’interpolation sont les racines
n®de Dunité.
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Interpolation de Lagrange et transformée de Fourier discrete. Rappelons que
si a = (ag, a1, ...,an—1) est une suite finie de n nombres complexes on définit la
transformée de Fourier a de la suite a comme étant la suite a = (ao, a1, ..., Gn—1) OU

n—1
~ 1 _ 2imuv
Ay = — E Qaq € no.
n
u=0

La transformation inverse se calcule facilement par

n—1

~ 2iTuv

Ay = E ape n .
v=0

On remarque que

A un coefficient pres le méme algorithme permettra de calculer la transformée de
Fourier et son inverse.

Notons
Pa(X) = (ao LG 4t an_lxn—l)

On voit alors que

(y = Pa(e%).
Cette derniere remarque met en évidence un aspect tres important de la transformée
de Fourier discrete : I’aspect interpolation . En effet il est facile de trouver grace a ce
que nous avons vu le polynéme d’interpolation de Lagrange qui prend les valeurs a,,
aux points x, = et ; C'est le polynéme P;(X) dont les coefficients sont donnés
par la transformée de Fourier discrete de la suite a = (ag, a1, ..., an—1) des valeurs
prises aux points d’interpolation .

Le calcul explicite : transformée de Fourier rapide. Il existe divers fagons
proches les une des autres de calculer une transformée de Fourier discrete. Toutes
ces variantes sont des algorithmes de transformée de Fourier rapides (FFT). Nous
nous placerons ici dans le cas ou le nombre d’éléments de la suite a transformer est
n = 2™. Pour tout r > 0 et tout 0 < k < 2" — 1 posons

_ 2ikw
Wk =e 7.

Remarquons que
Wh = (Wb )? = (WAt )2
W2kr+1 = - gkrt?

par exemple

(Wg)? = (Wg)* =W}

W =-Wwy.

On rappelle que si

a = (ap,a,...,agm_1)
et si

1 m
Pu(X) = 5 (ao FarX + oo+ agm_y X2 —1)
alors

G = Py(WL).
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Pour tout polynome

PX)=po+pmX +... + o1 X2

notons

Po(X) = po+paX + oo+ por_oX?
et

P (X)=p1 +psX + ... g X¥T
alors

P(X) = Py(X?) + X P (X?)
ce qui donnesi 0 < k<271 —1
P(W§) = Py(Wg 1) + Wa Py (W5_1)
et
PWER™y = py(WE_,) = Wk P (WE_)).
Ces dernieres formules vont nous donner un algorithme pour calculer les valeurs
de la transformée de Fourier.

Remarquons tout d’abord que si on a tabulé les valeurs de W, alors on dispose
aussi des valeurs de WX pour tout r < m.

wi wo wo wr
wo | wa | wz | ws | s | ] TR |
82 8 % 8
Wy W} Wi Wi
i W
Wy e
- 2

Pratique du calcul. Le coefficient % n’interviendra qu’a la fin. Pour cela au
lieu de calculer avec le polynéme P, nous calculerons avec P = nP, = ag + ... +
agm_1 X271,

L’exemple m = 3 est suffisamment instructif pour décrire ’algorithme. Remar-
quons que

Pooo(X) = ag, Poo1(X) = a4, Po1o(X) = ag, P11 (X) = as
Pioo(X) = a1, Pio1(X) = as, Pr1o(X) = a3, P11 (X) = ar.

On commence donc a faire une permutation o des éléments
ao, a1, 02,03, 04, s, ag, a7
pour les mettre dans 'ordre
ap, 4,02, 06, a5, a3, ay.

Ceci se fait facilement en remarquant qu’a chaque indice supposé écrit en binaire
on fait correspondre I'indice obtenu en écrivant les bits dans I'ordre inverse. Ainsi
I'indice 4 = 100 est transformé en 1 = 001. la suite du calcul de la transformée
de Fourier se fait en trois étapes indiquées par la figure 2 et a la fin on divise les
coefficient obtenus par 8.
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az

as

as

a1

ae

ag

Gy

ao

—Wg

_W83
7

Q™

o

N —-W,
o

_W82
O\

Qe

=
=
_
0W4
Qo
o
(=1 il
g g @
o o oS
w
o
= Z.
3 @
o o oS
& 3
=
= —
! o o o'®
0W4
0W2
AO
o o oS

Fic. 2. La FFT sur 8 points

les matrices

3
8

Appelons M, M2,
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1 0 0 0 1 0o 0 O

o 1 0 0 O 1 0 0

o 0 1 0 0 O 1 0

3 o 0 o0 1 0 0 O 1
My = 10 o0 O -1 0 0 O
o 1 0 0 0O -1 0 O

o 0 1 0 0O 0 -1 0

o o o 1 o0 0 0 -1
S1, S2, S3 les matrices diagonales définies par

Sy = Diag(1, W3, 1, W3, 1, Wy, 1, Wy)
Sy = Diag(1,1, W), Wi, 1,1, W), W})
Ss = Diag(1,1,1,1, Wg, Wg, Wg, Wg)

et enfin ¥ la matrice de la permutation ”reverse bit” o.

Dans ces conditions la matrice Fg de la transformation de Fourier sur 8 points
s’écrit .
§M8353M8252M81512.

Ceci se généralise facilement pour n = 2. Le nombre d’opérations a effectuer
pour calculer cette transformation est de I'ordre de nlog(n).

Fy =

3.3. Le probléme général de l’interpolation

Interprétons de manieére un peu plus algébrique le probleme d’interpolation de
Lagrange. En particulier notons g; la forme linéaire sur C,,[X] qui & tout polynéme
Q(X) fait correspondre Q(z;). On cherche alors un élément P(X) de C,[X] qui
réalise g;(P) = y; pour tout i. Remarquons que les g; forment une base du dual de
C,[X] et que cette base est la base duale de la base constituée par les L;.

Nous poserons le probleme général de I'interpolation en ces termes :

Soit E un espace vectoriel de dimension n, E* le dual de FE, (g;); une base de
E* et (y;); des nombres. Trouver un élément P de E tel que g;(P) = y; pour tout
1 <1< n.

Il est clair que si (e;); est la base de E dont (g;); est la base duale, alors

n
P= Z Yi€i.
i=1

Nous allons voir par la suite quelques exemples qui entrent dans ce cadre
général.
3.4. Quelques exemples importants

3.4.1. Interpolation d’Hermite. Soient zp < x1 et yo,y1,y),y; des
nombres réels. On cherche un polynéome P de degré < 3 tel que

P(zo) = o
P(z1) = w0
P'(z0) = wp

Pl(z) = v
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Notons E l'espace vectoriel de dimension 4 des polynoémes de degré < 3. Définissons
les 4 formes linéaires sur F

d0.00(P) = P(xo)
b0.0,(P) = P(z1)
01,00(P) = P'(xo)
010, (P) = P'(z1)

que

507-700 (P) = Yo
50,.761(P) = U0
517-700 (P) = y6
51,x1 (P) = yll

Pour cela cherchons si on peut trouver 4 polynomes Hy o, Ho 2y, H1,20, H1,2, tels
que

lsii=ketj=I

0 sinon

5i,wj (Hk,w;) = {

Si on arrive a trouver ces polyndémes cela prouvera a la fois que ces polynomes
forment une base de F, que les formes linéaires introduites forment une base de E*,
qui est la base duale de la base polynomiale trouvée.

Un simple calcul nous permet de trouver effectivement ces polynémes (ce sont
en fait des solutions dans des cas particuliers bien choisis du probléme posé);

A
()= S
)= ™
Hy () = =20 @ =2

(w0 — 21)?
Il ressort de toutes ces considérations que le probleme a une solution unique
(polynoéme d’interpolation de Hermite) donnée par

P(x) = yoHo oo (%) + y1Hoz, (2) + yoH1 00 (x) + Y1 Hi 2, (2).

Si nous sommes partis d'une fonction f de classe C* sur un intervalle com-
pact I contenant les points xg, x1, et si nous appelons P le polynéme d’interpola-
tion de Hermite associé aux points zg, 21 et aux valeurs f(xo), f(z1), f'(z0), f'(x1),
alors comme dans ’exemple de 'interpolation de Lagrange, I’application répétée
du théoréme de division des fonctions différentiables nous donne I'approximation

(@ = 20)* (@ — 21)?sup | F4 ().
tel

|[f(z) = P(z)] <

Bl =
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3.4.2. Interpolation par les splines cubiques. Soit A un partage d'un
segment [a, b],
a=21 <x9 < -+ <xy =0
DEFINITION 3.3. Une fonction f définie sur [a, b] est une fonction spline cubique
relativement au partage A si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) f est de classe C*[a,b];
2) f coincide avec un polynéme de degré 3 sur chaque intervalle [z;, z;41];
Nous noterons Sa I'ensemble de ces fonctions.
Ainsi, Sa est un sous-espace vectoriel de l'espace des fonctions définies sur [a, b].

Soit Y = (y1,¥2, - ,Yn) une suite de n nombres réels. Nous noterons Sa y
I’ensemble des fonctions splines cubiques qui vérifient la condition :
3) f(z;) =y; pour 1 < j <m.
REMARQUE 3.4. Soit Yy le n-uple particulier :
}/E] = (0507 )0)
On voit tout de suite que Say, est un sous-espace vectoriel de Sa.

Nous nous proposons de déterminer des fonctions splines cubiques répondant &
certaines conditions supplémentaires.

Soit donc f € Sa,y et posons M; = f”(x;). Sur l'intervalle [z}, z;11] la dérivée
seconde de f est de degré 1 et on a sur cet intervalle

f”(l‘) — MJM + Mj—i—lﬂ-
En intégrant deux fois,
fla) = Mj (zj41 — 2)° 4 Min _(@— ;)
6 (zj+1— ;) 6 (7j41 — )
ol Q(x) est un polynéme de degré 1 que l'on peut présenter sous la forme
Qz) = alzjt1 — x) + Bz — ;).

Evaluons « et § en utilisant f(z;) = y; et f(z;+1) = yj+1. On trouve

1 — )2 1
a=(y - M (Tj+1 — x5)
6 (Tj41 — 2;)

2
o 1
= <yj+1 — My (xj+16 z;) )

+Q(z)

(®j41 — x5)
si bien que si on pose
hjv1 = @541 — 25
on obtient pour x € [z, j+1],
Mj (241 —2)° My (x — ;)
6 hjn 6 hj+

h? Tjp1 — T h3 r—xj
<yj — M j+1> ey yis1 — My —2= (& —zj),

fz) =

6 hjt1 6 hj+1
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Nous allons exploiter maintenant les conditions sur la dérivée premiere. Pour 2 <
j<n—1ona

fl IE+ _ _M‘hj+1 _ M‘+1 hj+1 + yj+1 B y]
J J
3 6 i1

hy LYY
3 h;

h,
fay) = M1+ M

h; + hj+1M' n hj_HM' _ Y Y Y Y-t
J 6 Jj+1 — h. h .
J+1 J
On dispose donc de n — 2 équations linéaires pour déterminer les m inconnues
My, Ms, -, M,. Il convient donc si on espere avoir une solution unique de donner
deux conditions supplémentaires. Pour la suite du calcul nous imposerons donc les
valeurs de la dérivée de f en x; et en x,, c’est-a-dire

() =
f/(xn) = y;
On a alors
6 ([y2—vn
2My + My = — —
1+ Mo s ( hry Y1
et
Mooy 4+ 2M, = [y~ Yn—¥n2
n—1 hn n hn .
Si on pose
A o= 1
A = 0
No= minm 2<isn-l
pi o= 1=X 1<j5<n
et
by = %(yzbyl —y'1>
b, = % <y;L _ yn—h?in—1>
_ 6 Yit1—=Yi _ Yi=Vji— i
bj — hj+hj+1< Zj1+1 - hj 1) 2S]Sn—1
alors le systeme a résoudre est
2 X O 0 0 117 My T [ by ]
pe 2 Ay 0 0 My by
0 U3 2 /\3 : : :
Do An—2 0 :
- HPn—1 2 An—1 : :
L0 0 - - 0 Lin 2 1L M, | | b, |
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Ce systeme est tridiagonal, a diagonale strictement dominante ; il posseéde une so-
lution et une seule. On peut employer pour un tel systéme une simplification de la
méthode du pivot, qui dans ce cas particulier s’exécute en temps linéaire. Ainsi on
peut énoncer le théoréeme suivant :

THEOREME 3.5. Soient a’ et b’ deuzx nombres réels. Il existe une unique spline
cubique f € Say telle que f'(a) =a’ et f'(b) =1 .

REMARQUE 3.6. En particulier la seule fonction spline cubique qui s’annule sur
tous les nceuds du partage A et dont la dérivée est nulle en a et en b est la fonction
nulle.

Les fonctions splines cubiques minimisent approximativement 1’énergie de
flexion d’une tige. En effet si la fonction g(z) représente I’équation d’une tige par-
faitement élastique son énergie de flexion est

b (g”(t))zdt

/“ (1 + (g’(t))z)

et donc si la dérivée de g(z) est petite on peut approcher cette énergie de flexion

par
/: (g”(t))th.

Nous allons voir que les fonctions splines cubiques minimisent cette derniere
expression. Sur C%[a, b] on définit un semi-produit scalaire par

b
< fig>= / (g (1)t

b 1/2
|f|=< / |f"<t>|2dt> |

Soit Na le sous-espace de C?[a, b] constitué des fonctions nulles aux points x;
et telles que f'(a) = f'(b) = 0.

5/2

qui donne la semi-norme

LEMME 3.7. Les espaces Na et SA sont orthogonauz et d’intersection réduite
a {0}.

Preuve. Soit f € Na et g € Sa. Calculons :

b
< fig>= / (0" (1)t

Pour cela calculons pour chaque intervalle [z}, z;4+1] du partage :

I = / T g .

Tj

Par intégration par partie on obtient :

L= - [ P o

J



30 3. INTERPOLATION DES FONCTIONS

ce qui donne en intégrant de nouveau par partie le reste et en tenant compte du
fait que la dérivée quatrieme de g est nulle et que f vaut 0 aux points x; et zj41 :

L = [ (0g" (O]

On en conclut que :
b n—1
[ g i =31 = 76 o).
a le

et puisque f’(t) s’annule en a et b on en conclut que < f,g >= 0. Le fait que
I'intersection est réduite a la fonction nulle est une conséquence de la remarque 3.6.
U

LEMME 3.8. Toute fonction f € C?[a,b] s’écrit d'une fagon unique sous la
forme f =s+h ot s € Sa et h € Na.

Preuve. Posons Y = (f(x1), f(22), -+, f(xn)). Comme h doit appartenir & Na,
§’ll existe une spline cubique répondant a la question alors nécessairement s €
Say, §'(a) = f'(a) et s'(b) = f/(b). On sait qu'il existe une unique spline cubique
répondant & la question. La fonction A est alors uniquement définie par h = f — s,
et elle appartient bien & Na. O

THEOREME 3.9. Parmi toutes les fonctions f € C*[a,b] qui vérifient f(z;) = y;
et les conditions f'(a) = yi et f'(b) = vy, la fonction qui minimise ’énergie de
flexion est la spline cubique (1’élément de Say ) qui vérifie en outre f'(a) = yy et
f'(b) =yy.

Preuve. Soit f € C?[a, b]. Ecrivons d’apres le lemme précédent f = s+h, ou s € Sa
et h € Na. On a en vertu de I'orthogonalité de s et h :
< f,f>=<s,s>+<hh>.

Donc :
<s, s>=<f,f>—-<hh>Z<f f>.

On pourrait aussi montrer le résultat suivant

THEOREME 3.10. Parmi toutes les fonctions f € C?[a,b] qui vérifient f(x;) =
y; la fonction qui minimise l'énergie de flexion est la spline cubique (I’élément de
Sa,y) qui vérifie en outre f"(a) = f"(b) = 0.

3.4.3. Interpolation par des polyndémes trigonométriques. Etant
donnés 2n + 1 nombres réels distincts

T <2 <T2a << Topg1 < T
et 2n+1 nombres complexes y1, - - - , Yan+1 0on cherche un polynoéme trigonométrique
n
P(z) = Z(apcos(px) + bpsin(px))
p=0
tel que P(z;) = y;.

On pourrait étudier directement ce probleme, mais ici nous allons plutot le
relier au probleme de l'interpolation de Lagrange que nous avons déja étudié.
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Pour cela posons pour tout —n < k <n

1 -
ckp = 5(6%‘ - z&gne(k)b‘k‘)

alors

P(zx) = zn: cpett?

k=—n

et aussi
2n
e P(x) = ch,nei’”.
k=0
En posant X = e on obtient
2n
e P(x) = Z ChonXF,
k=0

ce qui ramene notre probléme & un probleme d’interpolation de Lagrange. Remar-
quons que des que les ¢, sont connus, on calcule facilement les a, et les b, grace
aux formules

ap =Cp+cCc_yp

by =i(cp — c—p).






CHAPITRE 4

Calcul numérique des intégrales définies

4.1. Introduction

Nous voulons calculer numériquement les intégrales définies

/abf(x)dx

ou f est une fonction suffisamment réguliere pour assurer l’existence des dérivées
et des bornes supérieures dont nous aurons besoin.

Les méthodes que nous décrivons dans un premier temps s’appuient sur la
démarche suivante :

— On découpe l'intervalle d’intégration en N morceaux de méme longueur

a=xg< 1 <--<axNy=0b
ou Ti41 — Ty = b—Ta
— Sur chaque morceau on calcule la valeur approchée de 'intégrale

/:Hl f(x)dx

en remplagant sur 'intervalle [z;,z;+1] la fonction f par une fonction po-
lynoémiale qui interpole f.

Les diverses méthodes qui entrent dans ce cadre different par le degré des po-
lynémes d’interpolation utilisés et par le choix des points des segments [z;, x;+1] en
lesquels on interpole f. En particulier pour ce dernier point, nous verrons comment
choisir au mieux les points d’interpolation. Il faut éviter de confondre les points
x; du partage en N morceaux du segment initial, avec les points des partages des
intervalles [z;,2;+1], que nous serons amenés & introduire pour appliquer sur ces
intervalles des méthodes interpolatoires.

Comme nous le verrons ces méthodes peuvent étre éventuellement complétées
par une méthode d’accélération de convergence. Enfin nous donnerons un abord
purement analytique d’une classe de formules de calcul approchée d’intégrales.

4.2. Mise en ceuvre de méthodes interpolatoires

Dans toute cette section pour la clarté des calculs et des méthodes, nous tra-
vaillerons sur lintervalle [—1,1] au lieu de [z;, x;+1], puis donnerons les formules
qu’on obtient de la méme fagon sur les intervalles [z;,x;41], et enfin nous som-
merons ces diverses formules pour obtenir 'approximation de I'intégrale sur [a, b].
Dans chaque cas nous noterons e lerreur de la méthode employée sur [—1,1], e;
Perreur de la méthode employée sur [z;, 2;11] et enfin E Perreur globale introduite
sur le segment [a, b].

33
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Signalons enfin que nous supposerons la fonction f a intégrer sur le seg-
ment [a,b] continument dérivable autant de fois qu’il le faut pour pouvoir
appliquer les théoréemes permettant 1’établissement des majorations des erreurs. En
particulier on aura a appliquer souvant les théoréemes de majoration de la différence
d’une fonction et d’un de ses polynomes interpolateurs.

Nous noterons
()= s [770).

te[—1,1

mP ()= sw 1P,
te[zi,wiq]

MO (f) = sup |FP()].
t€la,b]

4.2.1. Méthode des rectangles. La méthode que nous présentons mérite a
peine le nom de méthode numérique, car elle ne donne pas un calcul efficace et n’est
pas employée a cet usage. Cependant elle est importante pour la clarté de I'exposé,
car elle initialise en quelque sorte un processus qui va nous conduire a des méthodes
plus efficaces. Grace a elle nous pourrons présenter et illustrer un certain nombre
de problemes de fond.

N
=N //

Fi1c. 1. Méthode des rectangles a gauche

La méthode des rectangles, inspirée de la définition méme de l'intégrale de
Riemann consiste & supposer la fonction constante sur tout lintervalle [—1,1], la
valeur de la constante étant celle prise en un point déterminé par la fonction.
Nous prendrouns ici la valeur de la fonction au point —1 (méthode des rectangles a
gauche). Remarquons qu’il s’agit bien d’une méthode d’interpolation de Lagrange
en un point par un polynéme de degré zéro. Ainsi

1 1
/ f(t)dt:/ f(=1)dt+e=2f(—1)+e.
-1 -1
En écrivant

ﬂw=fkw+/iﬂw%
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on obtient

1 1
‘ | - 2f(—1)‘ <m®(f) [ (s v,
-1 -1
ou encore
le] < 2mM(f).
Un calcul analogue sur l'intervalle [z;, z;1+1] donne

/%iﬂ f@)dt = (xip1 — i) f(x;) + e,

avec

e 7(5““2 ().
Enfin sur Pintervalle [a, b] nous obtenons la formule globale

/ flu a)[f(xo)+---+f($N—1)]+E7

avec
(b

PRSI
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4.2.2. Méthode du milieu. La méthode des rectangles utilise la valeur de

la fonction f en un point déterminé de l'intervalle. Il faudrait voir si un bon choix

de ce point ne conduirait pas a une optimisation de la ”qualité de la méthode”.

Encore faudrait il donner un sens a cette expression, ce que nous ferons par la

suite. En attendant exposons la méthode du milieu qui consiste a utiliser comme
valeur approchée de la fonction sur lintervalle [—1,1], sa valeur au point milieu

(c’est-a-dire en 0).

S

F1G. 2. Méthode du milieu

1 1
/f(t)dt:/ FO)dt+ ¢ = 2(0) + ¢
1 ~1
+/0 F(t)dt

Ainsi

En écrivant
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/_11 Flu)du = 2(0) + /_11 (/Ou f’(t)dt) du.

Or la méthode d’intégration par partie appliquée aux fonctions 1 et f/(¢) en dérivant
f/(t) et en intégrant 1 (on choisit ¢t —u comme primitive de la fonction 1) nous donne

on obtient

[ s =ur - [ "¢ -
0 0

/11 ([ roa)a=—[ 11 ([ =)

On en conclut que

Donc

] = ' / 11 F(w)du 2f(0)' < 1/3m@) ()

Un calcul analogue sur l'intervalle [x;, z;4+1] donne

Titt x; +
/ f)ydt = (xiy1 — xl)f(TH) +e;
avec
(ﬂfi 1 —337:)3 2
jed] < =g mP ().

Sur l'intervalle [a, b] on obtient par sommation

’ (b_a) / /
0= CL @)+ o)+ E

ou
;T T
et ou
b— 3
5] < =9 ey,

24N?

4.2.3. Remarques concernant les deux méthodes précédentes. Ces
deux méthodes sont toutes les deux basées sur une interpolation de degré 0 (c’est &
dire par une constante). Cependant la deuxieme a été en quelque sorte optimisée en
choisissant un bon point d’interpolation. Pourquoi dire que cette deuxieme méthode
est meilleure que la premiere ? Ceci pour au moins deux raisons : d’une part I’erreur
E est en 1/N dans la premiere méthode et en 1/N? dans la deuxieme, d’autre part
la premiere méthode donne un calcul exact pour la classe des polyndémes constants
alors que la deuxieme donne un calcul exact pour une classe plus vaste, celle des
polynomes de degré 1 (ce qui ne veut pas dire qu’au hasard des choix, on ne puisse
pas tomber sur des fonctions particulieres autres, ou 1'une ou l'autre des formules
donne une valeur exacte). Nous serons amenés plus tard a préciser ces criteres de
comparaison.
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7.
7
g

-1 1

Fia. 3. Méthode des trapezes

4.2.4. Méthode des trapézes. Passons maintenant & une interpolation de
Lagrange de degré 1 (c’est-a-dire par une fonction affine) aux bornes de l'intervalle.

Ainsi sur Pintervalle [—1,1] on approchera f(u) par

(ut+ D)+ w=1Df(=1)
5 :

Alors on aura .
[ fwdu= )+ 51 +e.

Le calcul de lerreur e s’effectue en introduisant l'erreur dile a l'interpolation de
Lagrange, erreur calculée dans le chapitre portant sur l'interpolation :

Flu) - (u+1)f(1) +2(u —Df(=1)

< Sltu= D+ Dlm ().

En intégrant cette inégalité sur [—1, 1] on obtient la majoration suivante de l'erreur
2 0@
le] < gm (f)-

Des calculs analogues sur Uintervalle [z;, 2;41] nous donnent

/.1,;+1 F ()t = w[ﬂxi) + f(@iy1)] +ei

avec

3
Z; — I
o) < B2

Enfin sur lintervalle [a, b] on peut écrire

b —a €T T
R e (I ERRE ] B

avec

b— 3
< C O pey)
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4.2.5. Méthode des tangentes. Cette méthode consiste a approcher la fonc-
tion par sa tangente au point milieu de l'intervalle. C’est donc une interpolation
d’Hermite par un polynéme de degré 1.

Fi1G. 4. Méthode des tangentes

Des considérations géométriques tres simples montrent que cette méthode se
ramene exactement a la méthode du milieu. Ainsi on dispose d’une piste pour
expliquer que la méthode du milieu soit meilleure que celle des rectangles : en bien
choisissant le point d’interpolation de degré 0, tout se passe comme si on disposait
d’une interpolation de degré 1.

4.2.6. Méthode de Gauss. Comme dans le cas de l'interpolation de La-
grange de degré 0, nous allons essayer dans le cas de l'interpolation de Lagrange de
degré 1, de choisir au mieux les deux points d’interpolation de maniere a améliorer
la méthode. Ainsi pour la méthode des trapezes les point d’interpolation étaient aux
bornes de l'intervalle, pour la méthode de Gauss les points d’interpolation seront
des points bien choisis de I'intervalle.

On se place dans Pespace R;[X] des polyndmes de degré < 1 sur R. Soient « et
B tels que —1 < ao < § < 1. On note &, et d3 les formes linéaires sur R;[X] définies
par 0, (P) = P(u). Si on note

X —
Py(X) = a_g
et X
-«
Py(X) = o

alors 0y, (Py) = 0u,» (08l u# v, 1siu=v). On en conclut que (dq,d3) est une base
du dual de R;[X]. Donc la forme linéaire I su R;[X] définie par

I(P) = /71 fluw)du

se décompose sous la forme
I = MX0o + )\555.
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|
—_
|
“[
“[S
—_

F1c. 5. Méthode de Gauss

Cette formule appliquée aux polynémes P, et Pg donne les valeurs explicites des
constantes A\, et A\g, ce qui permet d’écrire
20 2a
0 0g.
ﬁ — [ + o — 6 Jel
Ceci veut dire que pour tout polynéme P € Ry[X] on a
1
20 2a
P(u)du = Pa) +
/_1 p—a a—f
Pour une fonction f on va donc avec cette méthode écrire

! 20 200
/_1f(u)du= T fa)+

et 'erreur e est nulle pour les polynomes de degré < 1. Peut-on choisir les points «
et § pour que la formule reste exacte (e = 0) pour un degré supérieur ? La réponse
est donnée par :

I =

P(p).

f(B) +e,

PROPOSITION 4.1. [l existe un couple et un seul de points a et B tels que pour
tout polynome P de degré < 3 on ait

/_11 P(u)du = ﬁ2—6ap(a) T 2a P(3);

ces points sont
-1 1
= — ﬂ = —.
V3 V3
De plus, quels que soient les points « et B il existe un polynéme de degré 4 qui ne
vérifie pas la formule précédente.

Preuve. le calcul se fait a partir de la formule exacte pour les polynomes de degré
< 1 en imposant que cette formule reste exacte pour le polynéme X2 et le polynome
X? (ce qui est nécessaire et suffisant pour que la formule reste exacte pour les
polynomes de degré < 3). Un calcul simple nous donne les points « et 3 attendus
ainsi que les coefficients explicites de la formule. O
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PROPOSITION 4.2. Pour tout polynome de degré < 3 on a

/_1 P(u)du = P(—%) + P(%)

La méthode de Gauss consiste donc a utiliser cette formule pour approcher
Iintégrale :

! 1 1
[ = 1=+ 1
La majoration de 'erreur e se fait maintenant en utilisant un polynoéme de
degré < 3 qui interpole f. Plus précisément on considere le polynéme d’Hermite H
de degré < 3 tel que

) +e.

Dans ces conditions

donc

le] =

/11f(“)d“_/11H(“)du </11|f(u)—H(u)|du.

On sait alors (cf. chapitre sur I'interpolation) que sur [—1,1]

1 1
—H < —|y2 -z 4)
)~ #0] = 5w = 3 m D0,
d’ot1 on tire par intégration
o <m0
- 135

Sur chaque intervalle [z;, z;11] on obtient de maniére analogue

s Tiy1 — &5 Tip1 + T | Tip1 — xi) Tip1 + T Tip1 — L
t)dt = == + + - +e;
[ s = T (B L) g (2 —

‘ Ti41 — 4 ° m§4)(f)
le;| < .
2 135

i

avec

Par sommation on obtient sur [a, b]

b N-—1 Tit1
/ fu)du = Z/ f(u)du+ E
a i=0 /T

i
avec

(b—a)® MW ()

N# 4320

REMARQUE 4.3. En fait bien qu’au départ on ait travaillé sur une interpolation
de Lagrange de degré 1, tout se passe ensuite de la méme fagon que pour une
interpolation d’Hermite de degré 3. C’est ce qui fait la performance de la méthode.

|E| <
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Fi1c. 6. Métode de Simpson

4.2.7. Méthode de Simpson. Nous partons maintenant de l'interpolation
de Lagrange de degré 2 (par une fonction parabolique) aux bornes de l'intervalle et
en un point 7y tel que —1 < v < 1. Nous employons une démarche analogue a celle
du paragraphe précédent. Notons 6_1, -, 61 les formes linéaires sur espace Ry [X]
des polynomes de degré < 2 définies par

Su(P) = P(u).
Les polynomes P x) = X DX =)
2(1+7)
P~ e
Pi(X) = %

vérifient 6, (P,) = dy,,. On en déduit que (6_1, d4, d1) est une base du dual de Ry [X]
et donc que la forme linéaire I définie par

(P) = / " (i

-1

se décompose sur cette base
I=X_10_1+ )\7(5,7 + A107.

Ceci veut dire que pour tout polynome P de degré < 2 on a
1
/ P(t)dt = A1 P(=1) + A\ P(3) + M P(1).
-1

Par un bon choix du point v on va voir que cette formule persiste pour les polynomes
de degré < 3. On laisse au lecteur d’établir la proposition suivante

PROPOSITION 4.4. Il existe un point v et un seul tel que pour tout polynome
de degré < 3 on ait

/1 P(t)dt = A_1 P(—1) + A, P(7) + M\ P(1).
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Cette valeur de v est 0. De plus il existe un polynome de degré 4 pour lequel cette
formule n’a pas lieu.

Ce point v = 0 étant choisi on obtient la formule dite des 3 niveaux.

PROPOSITION 4.5. Pour tout polynéme de degré < 3
1
1
/ P(#)dt = 3[P(~1) + P(1) + 4P(0)].
-1

La méthode de Simpson consiste donc a utiliser cette formule pour approcher
I'intégrale :

[ = 3L+ £0)+ 470+ e

Soit H le polynome de degré < 3 tel que
H(-1)=f(=1) H(0)=f(0) H(1)=f(1) H'(0)=f(0).

On a alors
1 1
= du — H(u)d
e =| [ st [ e

On sait (cf. chapitre sur 'interpolation) que sur [—1,1]

</ () = H )

|f(u) = H(u)] < %uQI(u —)(u+1)m™(f)

ce qui donne par intégration

Sur les intervalles [z;, x;+1] on obtient

7 s =T [ o g (2522

, i —2:\° m{(f)
le;| < .
2 90

Sur intervalle [a, b] tout entier on peut écrire

b b—a N N w4 man
/a Flan = 2= [f<x0>+f<xw>+2;f<m>+4§f <T+)

avec

avec

+ K

(b—a)® MW (f)

N4 2880

L’erreur est 13 aussi comme pour la méthode de Gauss en 1/N*, mais avec des
coefficients un peu moins bons. Cependant la formule ne fait pas intervenir comme
dans celle de Gauss des nombres ”compliqués” (\/ﬁ) ce qui explique qu’elle ait été

plus prisée avant I’apparition des ordinateurs.

|E] <

Peut on la aussi optimiser mieux la méthode en choisissant de maniere astu-
cieuse les trois points d’interpolation? Ceci est en partie I'objet de 1’étude plus
générale du paragraphe suivant.
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4.2.8. Méthodes interpolatoires et polynémes orthogonaux. Soient
Py, Py,---, P, les n + 1 premiers polynémes de Legendre. Rappelons que les po-
lynémes de Legendre forment I'unique suite de polynomes telle que
a) deg(P;) =i
b) [1, Pi(w)Pj(u)du =0 (i # j)
c) Pi(1) =1.

Appelons ay,--- ,a, les racines de P, ; elles sont distinctes et appartiennent &
Iintervalle [—1,1]. Les formes linéaires (dq,, -+ ,dq,) définies par d,, (P) = P(a;)
forment une base du dual de I'espace R,,_1[X] des polynomes de degré < n — 1
(espace de dimension n). On en conclut que la forme linéaire I définie sur R,,_1[X]
par

se décompose sur cette base sous la forme
1= Aaléal + -+ /\anéan;

ce qui veut dire que pour tout polynéome P de degré <n —1on a

1
/ P(u)du = Mg, P(aq) + -+ Ag, Play).
-1

Le choix des racines du polynéme de Legendre P, pour les points a; est un tres
bon choix dans le mesure ou

PROPOSITION 4.6. Pour tout polynome de degré <2n —1 on a

1
/ P(u)du = Mg, P(aq) + -+ g, Play).
-1
Preuve. Il suffit de montrer que la formule est vraie pour les polynomes
d’une base de 'espace Ry,_1[X] des polynomes de degré < 2n — 1. La famille
(Po,++ yPo—1,PoPy, -+, P,_1P,) est une base de Ry, _1[X] (tous les degrés sont
représentés une fois et une seule). Il est clair que Py, - - - , P,_1 vérifient la formule
puisque ces polynémes sont de degré < n — 1. Quand aux PP, (0 <i<n-—1)
il est clair en utilisant I'orthogonalité de la suite des polyndémes de Legendre
que fil P;(u)P,(u)du = 0 et que sachant que les a; sont les racines de P,,
3;(PjP,) = Pj(a;)Py(a;) = 0. Ils vérifient donc eux ausi la formule.

Toute autre famille de points est moins bonne que la famille (a;). O
PROPOSITION 4.7. Soient oy, -+ , o des points distincts de Uintervalle [—1,1]

dont 'un au moins n’est pas racine du polynéme de Legendre de degré n. Alors il
existe un polynome Q de degré < 2n — 1 tel que

1
lpMM¢MMmHW+MQm>

Preuve. Posons Q,(X) = (X — a1)--- (X — ay).Par hypothese, @, n’est pas
proportionnel au polynéome de Legendre P,, il n’est donc pas orthogonal au sous
espace des polynoémes de degré < n — 1. Il existe un polynome R de ce sous espace
tel que fil R(u)Qp(u)du # 0. 11 suffit alors de prendre @ = RQ,,. O
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Cette propriété optimale des racines des polyndémes de Legendre peut étre uti-
lisée pour avoir une meilleure majoration de ’erreur quand on remplace 'intégrale
a calculer par 'intégrale du polynéme d’interpolation de Lagrange de degré <n—1
en n points de l'intervalle. C’est ainsi que nous avons procédé pour la méthode
de Gauss, avec n = 2. Les point —1/\/§ et 1/4/3 sont les racines du polynéme de
Legendre de degré 2 (Py(X) = %2’1)

Dans le cas de I'interpolation de degré 2 (avec les notations précédentes n = 3),
nous pouvons obtenir mieux que par la méthode de Simpson et par la méthode de
Gauss. La méthode de Simpson en effet est une méthode utilisant I'interpolation de
degré 2, partiellement optimisée par le choix du point milieu de l'intervalle, mais
qui n’est pas completement optimisée puisque les deux autres points d’interpolation
sont les bords de l'intervalle et non pas des racines du polynome de Legendre de
degré 3. Le polynoéme de Legendre de degré 3 est

5X?2 - 3X

Py(X) = 5 )

ce qui donne pour racines

@ as =0 a—ﬁ
N 2 = 3—\/3

Un calcul simple donne alors pour tout polynome P de degré <5

/11 P(u)du = % 5P (—%) +8P(0) + 5P (%)1 .

Ainsi pour toute fonction f de classe C® on a

' 1 V3 V3
[1 flu)du = 5 |5P (‘E) +8P(0)+ 5P (E)

ol |e| se majore en utilisant l'inégalité

a]p = —

+e

fw) = Plu)| £ g = 3/5)Pm (),

ce qui par intégration fournit

1
<L e
el = Tz )

Sur chaque intervalle [x;,z;1+1] on a une erreur

7
e; < (x“rl - 337) mgﬁ)(f)

2 15750 °

et sur [a, b] une erreur

(b—a)" MO(f)

El < .
1Bl < N6 15750 x 128
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4.3. Présentation générale des quadratures élémentaires - Ordre d’une
méthode

Toutes les méthodes vues jusqu’a présent entrent dans le cadre général suivant
(méthodes de quadrature élémentaires). On a sur lintervalle [z;,2;11] une
formule du type

l;

/ it+1 Flu)du = (zi1 — 27) sz‘,jf(md) + e

T j=0

li
Miyj € [wiwipa] et Y wij =1
7=0

On essaie d’adapter les parametres pour que la méthode soit la meilleure possible.

DEFINITION 4.8. On dit qu'une méthode de quadrature est d’ordre N si la
formule approchée est exacte pour les polynomes de degré < N et inexacte pour
au moins un polynome de degré N + 1.

. 1 o .
Remarquons que puisque Y. j—owij = 1, une méthode de quadrature
élémentaire est toujours au moins d’ordre 0.
Le lecteur est invité a préciser les parametres qui correspondent aux diverses
méthodes décrites précédemment.

4.4. Accélération de convergence - Méthode de Romberg

La méthode que nous allons décrire maintenant part d’'une méthode
d’accélération de convergence sur les suites.

4.4.1. Formule de Richardson. Soit u une suite de nombres réels conver-
geant vers un nombre réel a. On suppose que

up —a = Ak" + O(k')
ou k et k' sont des réels tels que 0 < |k'| < |k| < 1 et ou A est un réel non nul.
Alors
Upt1 —a = A"+ O(K'™)
kuy, — ka = k"t + O(K'™)
et par suite
Up4+1 — kun
1—k
On construit de cette maniere une suite

—a=0(k").

Up4+1 — kun
1—k
qui converge vers a plus vite que la suite initiale u.

Up =

Plus généralement on peut supposer que

Up — @ = MK} + Aokl + -+ Ak + O(KD )

0 < |kpt1| < lkpl <---<[|k1] <1
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et o A\q,---, A, sont des réels non nuls. Pour toute suite w, notons Riw la suite
définie par
o Wn4+1 — kwn
Ryw, = T
Alors
Un+1 — klun
Ry un = Jrl_ikl
Puisque
Unt1 = a = AT Akg T AR Ok )
et que
kiup — k1a = MEPT 4 Xoki kD + -+ Apki kD + O(K2y )
on obtient
Un 1 — kitn — (@ — kra) = (Noky + - + Nk ) (1 — ki) + O(ky, )
ou
ko — k1) (kp — k1)
A=A (7 N =N
2T gy T T P gy

On en déduit que
Ripyun —a =Xk + -+ XN k) +O(ky ).
Par conséquent on peut itérer le procédé et on obtient alors
Ry, Ri,_y -+ Riyun —a = O(kpyq).
REMARQUE 4.9. Reprenons la formule de Richardson a 'ordre 1. Il se peut que
k ne soit pas connu. On pose alors

un—i—l — UnUnp
K —

1—pp
ou
Un+1 Unp
Hn =
Up — Up—1

Dans ces conditions

donc

v, —a = O(K™).

REMARQUE 4.10. On peut donner une version continue de la formule de Ri-
chardson.
Soit f(y) telle que lim, .o f(y) = co. On suppose que

fy) = a0 +aiy+ -+ oy + O(y"™).

Soit alors 0 < r < 1 et yg > 0.
Formons la suite

Am70 = f(rmyo)a
et remarquons que
lim Am70 = o,

m— 00

Amo=ag+aryer™ + -+ apyb (r")™ + O ((rp+1)m') )
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Donc en posant ki = r,--- ,k, = rP on se ramene a la formule de Richardson
précédente. Plus précisément, pour 0 < n < p — 1 on définit
Am,n - rnJrlAm—l,n

1—pntl

Am,n—i—l =

Dans ces conditions
App—0ag=0 ((rp+1)m) .

4.4.2. Méthode de Romberg. Nous allons montrer comment marche cette
méthode .
Découpons 'intervalle [a, b] par un partage équidistant en N = 2™ morceaux et
posons h = (b — a)/2"™. Appelons
2" 1

Lyn = 1/2h[f(a) + f(0) +2 3 f(@:)]

la valeur approchée de 'intégrale donnée par la méthode des trapezes.
La formule d’Euler-Maclaurin nous donne

b
/ Fu)du — Iye = a(1/4)" + O ((1/8)")

On peut donc appliquer la méthode de Richardson a l'ordre 1 avec k = 1/4 et
k' = 1/8. On powra remarquer que dans ce cas on obtient la formule donnée
par la méthode de Simpson sur 27! intervalles. Il faut appliquer la méthode de
Richardson & un ordre > 3 pour trouver une formule qui n’est pas donnée par les
considérations des paragraphes précédents.






CHAPITRE 5

Analyse numérique des équations différentielles

5.1. Introduction

5.1.1. Position du probléme. Nous nous intéressons ici aux méthodes a
un pas d’intégration des équations différentielles du premier ordre. Précisons le
probleme que nous nous posons. Nous cherchons a résoudre numériquement le
probleme de Cauchy

(5.1) { Y = fla.y)

y(zo) = Yo-

Dans toute la suite on supposera qu’il existe un voisinage compact V' du point
(z0,yo) tel que la fonction f soit continue sur V et lipschitzienne par rapport a y
uniformément par rapport a z. C’est-a-dire qu’il existe une constante L telle que
pour tout x, tout y1, tout ys tels que (z,y1) € V et (x,y2) € V on ait

|f(@,y2) = fz,y1)] < Lly2 — w1l

Nous noterons aussi

M= sup |f(z,y)|
(z,y)eV

Soit T > 0 tel que
[vo =T zo + T] x {y | [y —yo| < MT} C V.
On sait alors qu’il existe une solution unique qu’on notera ¢ du probleme de Cauchy
(5.1) définie sur I'intervalle [xg — T, zo + T
Nous allons chercher & approcher la fonction ¢ sur Uintervalle [zq, o + T (ou
sur Vintervalle [zg — T, xg)).
Dans certains cas on sera amené a faire des hypotheses plus fortes sur la

régularité de la fonction f, ce qui entrainera une plus forte régularité de la fonction
solution ¢.

5.1.2. Notations. On choisit un partage
To<x1 < < xTp=z9+T
de lintervalle d’étude [z, zo + T, et on pose
hi = Tht1 — Tk
On définit aussi

H = max hy.
0<k<n-—1

La fonction ¢ étant la solution du probleme (5.1) on pose pour 0 < k <n
Ye = o(Tk).

49
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Une méthode numérique a un pas permettra de calculer une approximation de
yi & partir d’'une approximation de yi_1.

5.2. Généralités sur les méthodes

Partons de la formule
h
d(x+h) = ¢(x) + / ¢ (z +t)dt.
0

Une premiere idée pour calculer y; = ¢ (1) = ¢(xo+ho) est d’utiliser cette formule,

donc d’écrire
ho

Y1 = Yo+ @' (zo + t)dt,
0

puis d’évaluer l'intégrale
ho

@' (xo + t)dt
0

par une méthode de calcul numérique approché d’intégrales.

5.2.1. Méthode de la tangente d’Euler.
5.2.1.1. Description. Utilisons comme méthode de calcul la méthode de Rie-
mann. Nous obtenons alors

ho

¢ (wo + t)dt = hod' (o) + O(h3),
0

ce qui donne
y1 = yo + hod' (z0) + O(h{).

Ceci nous conduit & prendre pour approximation du point y; le point u; défini par
uy = uo + ho f (o, uo),
ol ug est une approximation de yg. Cette méthode nous donne au rang k
U = up—1 + hp—1 f(Tp—1,up—1).

Cette méthode est appelée méthode de la tangente d’Euler en raison de l'in-
terprétation géométrique suivante.

5.2.1.2. Interprétation géométrique. On peut voir une équation différentielle
comme la donnée d’un champ de vecteurs : & tout point (z,y) on fait correspondre le
vecteur (1, f(x,y)) de coefficient directeur f(z,y). Le probleme de Cauchy consiste
a trouver la ligne de champ qui passe par le point (xg,yo). On la construit de
maniére approchée en tragant une ligne polygonale partant de (zo,yo) et suivant
tout d’abord la direction de la tangente de coefficient directeur f(zo,yo) & la trajec-
toire en ce point. On arrive & un point (z1,y1) et en ce point on prend la direction
indiquée par le champ de vecteurs, c’est-a-dire la droite de coefficient directeur
flx1,91). Evidemment en général dés le point (z1,y1) on a quitté la bonne trajec-
toire. Mais on peut espérer que si on fait de tous petits pas, on ne décolle pas trop
(cf. figure 1).

5.2.2. Métode d’Euler modifiée.
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Fic. 1. Méthode de la tangente d’Euler

5.2.2.1. Description. En améliorant la méthode d’intégration de

ho
¢’ (xo + t)dt
0
par la méthode des trapezes par exemple

ho h
¢ (o + t)dt =

i 5 (@'(w0) + &' (w0 + ho)) + O(h}),

alors

d(zo + h) = d(z0) + % (f(z0,y0) + f(zo + ho, ¢(z0 + ho)) + O(hY),
soit encore

v =0+ 2 (o, u0) + Faa, 1)) + O(h3).

Malheureusement au second membre intervient la valeur y; que ’on veut justement
calculer. On peut penser a utiliser une méthode d’approximations successives pour
calculer y; : on injecte une valeur approchée de y; dans le second membre de la
formule précédente et on obtient une nouvelle valeur approchée de y; qu’on espere
meilleure dans le premier membre de la formule. Pour cela on part de la valeur
approchée vy de y; donnée par la méthode précédente de la tangente d’Euler

v1 = uo + hof(zo, yo)
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yl

vl

x0 x1=x0+h x0+2h

Fic. 2. Méthode d’Euler modifiée

(dans ce calcul on considerera que vg = yp). Est-il la peine d’aller plus loin dans la
méthode des approximations successives ? Une évaluation de I’erreur nous donne

f(z1,d(zo + ho)) — f(z1,v1) = (y1 — Ul)g_zjj(xl,yl),

ce qui donne en utilisant I’évaluation de I'erreur de la méthode d’Euler

|f (@1, ¢(wo + ho)) — f(z1,v1)] = O(R3).
En conséquence, il n’est pas utile d’aller plus loin pour rester dans les limites d’une
erreur en 0(h3) et on obtient en définitive

1= w0+ 2 (F o, o) + S, ) + 00,

v1 = Yo + ho f (%0, Yo)-
En conclusion nous sommes amenés a prendre le schéma suivant

ug est une valeur initiale proche de yq
(5.2) O = U1+ -1 f(Tk—1, uk—1)

S (Flannwien) + S (@, o)

Cette méthode est appelée méthode d’Euler modifiée et admet 'interprétation
géométrique suivante.

Uk = Uk—1 +
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5.2.2.2. Interprétation géométrique. Si partant du point (zo,yo) la méthode de
la tangente d’Euler faisant un bout de chemin sur la droite de coefficient directeur
f(xo,y0) on arrive au point (z1,v1) alors on fait la moyenne entre le coefficient
directeur en (zo, yo) et le coefficient directeur en (x1,v;) et finalement on emprunte
a partir de (zo,yo) la droite ayant pour coefficient directeur cette moyenne (cf.
figure 2).

5.2.3. Généralisation. Le nombre ug étant une valeur approchée de yg, on
construit la suite (uy)r>0 en partant de ug et en calculant uy pour k > 1 par une
formule récurrente du type :

(5.3) up = Up—1 + hp—1P(@p—1, up—1, hk—1).

C’est ce qu'on appelle une méthode a un pas. Par exemple dans la méthode
d’Euler on prend :

(I)({E,y,h) = f(xay)

et dans la méthode d’Euler modifiée :

B, ,h) = 3 (F (,9) + T (@ + oy + b (2,9)).

La question est alors la suivante : comment obtenir une fonction ® intéressante.
5.2.3.1. Premiere idée : la formule de Taylor. On peut penser a la formule de
Taylor, ce qui nous donne :

hP
v = Yo + he/(wo) + -4 ZhP (o) + O(hG™).
Posons :
FO(z,y) = f(x,y),

(0) (0)
10G) = gy + A o) 0,0,

et plus généralement :

a(f*=1)
or

a(f*1)

f(k)(x’y) = (xay)—i_Ty(x’y)f(xay)

Il est clair que :
FP (@, () = " (@),
si bien que :
h(p—1)
p!

h
y1=y+h (f(o)(ifoayo) + §f(1)($07y0) +F f(pl)(ifoayo)) + O(hP+1).

On est donc amené a poser :

0) o) R~ oy

Il est visible que dans cette méthode, le calcul des dérivées successives peut s’avérer
compliqué. De plus erreur est difficile & controler et peut étre catastrophique si les
dérivées de f ne sont pas ”petites”.
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5.2.3.2. Deuxiéme idée : une formule d’intégration. Cette idée, que nous avons
évoquée au début de cette section, consiste a partir de ¢ > 0 nombres réels

c1,C2, -+, Cq distincts ou non, d’écrire des formules de quadrature numérique du
type :
Ci q
(5.4) [ oty aiuie)
0 =
et :

(5.5) | ot~ S btey).

Rappelons que lintervalle [zg, xo + T] a été découpé sous la forme :
ro<x1--<xp=z9+7T.

Chaque sous-intervalle [z, zy1] ol k11 = z) + hy contient lui-méme un sous-
découpage basé sur g points. Ces ¢ points sont les points :

Tk = Tk + Cihg,
ou 1 < i < q. Alors les formules de quadrature numérique choisies nous permettent
d’écrire :

wu»=%+/”%wwm%

ce qui donne ’approximation :

q
S(@ri) =y + b Y i f@ng, d(an,;)).
j=1
On peut aussi écrire :
Tp+h

mm+nm=yh+/ £t o(8))dt,

Tk

ce qui donne ’approximation :
q
Ykt A Yk +hi Y bif (kg 62k ).
j=1

Ces considérations permettent de penser au schéma suivant :

q
ki = upthe Y aig (@, uk)
j=1
(5.6) 1
uprr = ug+he Y bif (@, k)
j=1
Trj = T+ cihi,
ou
0 < k < n-1
I <7 < 4¢q
1 < @+ < g
En posant :

K= f(@r, uk,i)
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on obtient :

(5.7)

q
Floni e +he Y aijKi

J=1

q
Uk+1 = U:k‘f'hkzijk,j-

j=1

Ky ;

)

Le schéma ainsi décrit peut étre explicite : le calcul de uy ; (ou de Ky, ;) ne fait
intervenir que des ug,; (des Ky ;) avec j < i, c’est-a-dire déja calculés, ou implicite
dans le cas contraire.

Il reste a savoir comment choisir les coefficients a; ;, b;, ¢;, c’est-a-dire quelles
formules de quadrature choisir. Toutes ces méthodes rentrent sous la dénomination
commune de méthode de Runge-Kutta. Cependant une de ces méthodes porte le
nom de méthode de Runge-Kutta classique.

5.2.4. Les méthodes de Runge-Kutta. Nous retrouvons bien entendu par
ce principe général les cas déja traitées.
e Métode d’Euler. Dans ce cas on prend ¢ = 1, ¢c; =0, a;;3 =0, by = 1.

(5.8)

Avec ces valeurs on retrouve effectivement la méthode d’Euler.

Méthode d’Euler modifiée. Dans cette méthode aussi appelée méthode
de Heunonprend g =2,¢; =0,c0 =1,a11 =0,a12=0,a21 =1,a22 =0,
by = 1/2,by = 1/2. Les méthodes d’intégration utilisées sont d’une part la
méthode des rectangles pour la méthode d’intégration numérique (5.4) ot
1 =2 (pour i = 11il n’y a rien a faire) et celle des trapezes pour la méthode
d’intégration numérique (5.5).

Toujours pour ¢ = 2 on peut généraliser cette méthode en prenant un

nombre 0 < o < 1 puis ¢; = 0,c2 = @, a1,1 = 0,012 =0,a21 = 1,a22 =0,
by =1—1/(2a)),b2 = 1/(2a). Pour a = 1 on obtient la méthode de Heun,
pour « = 1/2 on obtient une méthode basée sur la méthode du milieu pour
la méthode d’intégration numérique (5.5) et la métode des rectangles pour
le calcul (5.4).
Méthode de Runge-Kutta classique. On prend ¢ = 4, ¢; = 0,¢3 =
1/2,¢3 = 1/2,¢4 = 1, asn = 1/2,a32 = 1/2,a43 = 1, les autres a; ; sont
nuls, b1 = 1/6,b2 = 1/3,()3 = 1/3,b4 = 1/6

On peut alors écrire le shéma de calcul de la facon suivante :

Kii = f(ok,uk)
hi hi;
Kpo = f $k+7,uk+7Kk,1
h h
Kps = f $k+7k,uk+7kKk,2
Kia = f(Th+1,ur + heKr3)
Ki1  Kro Kisz  Kia
— h 3y ) ) 3y
Uk+1 Uk + Ny 6 + 3 3 6







ANNEXE A

Représentation des nombres

A.1. Introduction

Nous nous intéressons a la facon de définir les objets que nous allons utiliser
dans les calculs sur machine pour représenter les nombres. Ceci passe par au moins
deux stades :

e La définition de la nature mathématique de ces objets

e Leur représentation interne

Nous regarderons les cas des réels et des entiers.

A.2. Les nombres réels

Les nombres réels sont approchés par les nombres a virgule flottante (en
simple précision, double précision, précisions étendues).

Les normes IEEE-754 et IEEE-854 (Institute of Electrical and Electronics
Engineers) définissent ces nombres ainsi que certaines fagons d’opérer dessus

(+7 = % \/)

A.2.1. Premiere approche. On fixe une base de numération b, un nombre
fixe p de digits, un signe S = (—1)® (avec s = 0 ou s = 1) un exposant e compris
entre deux valeurs fixées €, < € < €maz. On considere alors les nombres de la
forme :

x=(—1)zo.x122 - - - Tp_1°,

oul < ux; <b.
la partie S est le signe, xoz; - - - xp—1 la mantisse et e 'exposant.

A.2.2. Les flottants normalisés. Un flottant normalisé est un réel non
nul qui peut s’écrire sous la forme précédente avec zoy # 0. Les nombres réels qui
seront exactement représentables en machine seront 0 et les flottants normalisés.
Un réel pourra ne pas étre exactement représenté pour les raisons suivantes : man-
tisse trop longue (infinie pour les nombres non b-adiques), exposant trop grand
(overflow) ou trop petit (underflow).

A.2.3. Cas concrets. Les bases utilisées sont 2 et 10. Chacune a ses avan-
tages.

La base 2 sera choisie quand surtout des pas de calcul et peu d’affichages
(langages de programmation généralistes par exemple).

La base 10 sera choisie si on a des affichages a chaque pas (calculette par
exemple) et donc beaucoup de traductions en décimal a faire.

La norme IEEE-754 régit le cas de la base 2.
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58 A. REPRESENTATION DES NOMBRES

A.2.4. La base 2, simple précision. e La définition : b = 2, p = 24,
emaz = 127, emin = —126 = —epmae + 1. On introduit aussi I'exposant biaisé
E=e+enas-

e Le stockage en machine : 32 bits,

SE7-"E(){E1-"£E23.

Remarquons que xg qui vaut 1 n’est pas écrit.
exemple : (—1.00110001000111111110011)2 x 2112 ge représente par les 32
bits suivants :

110000010 | 00110001000111111110011.

A.2.5. Bits non utilisés. Remarquons que 1 < F < 2e,,4, = 254. Il reste
donc la valeur £ = 0 et EZ = 255 qui sont non encore utilisées.

On utilise £ = 0 avec une mantisse nulle pour 0.

On utilise F = 255 avec une mantisse nulle pour +oo (overflow).

On utilise £ = 255 avec une mantisse non nulle pour ”Not a Number”.

On utilise £ = 0 avec une mantisse non nulle pour 'underflow.

A.2.6. La base 2, double précision. b = 2, p = 53, ez = 1023, ein =
—1022 = —eymar + 1, E = e + emas- Le stockage se fait sur 64 bits suivant le méme
principe que pour la simple précision, avec 1 bits de signe, puis 11 bits d’exposant,
puis 52 bits de mantisse (z¢ n’est pas écrit).

Il existe aussi une notion de double précision étendue avec un stockage sur
> 80 bits.

A.2.7. La base 10. Les calculatrices utilisent en général la base 10 de maniere
a avoir un affichage facile. Les digits sont alors stockés en Décimal Codé Binaire.
Chaque digit décimal est codé sur 4 bits par sa valeur en binaire. Ainsi 7 par
exemple est codé 0111. On a de ce fait une petite perte (car sur 4 bits on pourrait
stocker 16 symboles).

A.2.8. Taille du stockage. L’exposant e vérifie en général —99 < e < 99 et
est stocké en DCB sur 1 octet. Les signes du nombre et de ’exposant sont stockés
sur 1/2 octet.

Si on dispose de 1 octets la mantisse aura une longueur p = 2n—3 (par exemple
si n = 8 on aurra 13 chiffres pour la mantisse). Attention il ne faut pas confondre
p avec le nombre de chiffres affichés qui est souvent plus petit.

Exercice : Monter un calcul qui permette de déduire la véritable taille de la
mantisse.

A.2.9. Arrondi. Lanorme IEEE définit quatre fagcons d’arrondir un résultat :
e Arrondi vers +o0o : x est arrondi au plus petit nombre représentable > x.

e Arrondi vers —oo : x est arrondi au plus grand nombre représentable < x.

e Arrondi vers 0 : la valeur absolue de x est arrondie vers —oo (le signe est
conservé).

Arrondi au plus pres : x est arrondi au nombre représentable le plus proche.
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A.2.10. Arrondi correct. On choisit un mode d’arrondi. Soit f une fonction
d’une ou de plusieurs variables réelles a valeurs réelles. On veut réaliser le calcul
de f de telle maniere que si les valeurs de u = (u1,---,ug) sont des nombres
représentables alors la valeur approchée obtenue pour f(u) soit 'arrondi de la vraie
valeur de f(u). (Table Maker’s dilemma)

La norme IEEE impose l'arrondi correct pour les fonctions de base +, —, +, X, 1/
et les conversions. Ceci n’est pas imposé pour sin,exp - - -.

A.2.11. Quelques difficultés. Supposons u,v,w des flottants. L’addition
n’est pas associative : notons F'(z) le nombre flottant qui représente z.

F((u+0)+w) = F(Flu+0) +w),

Flu+ (wv+w))=F(u+ Flv+w)).

Or il se peut que F'(u+v) = u et F(u+ w) = u tandis que F (v + F(v+w)) # u.
Par exemple si b= 10, p=11onprend u =1, v =w =5 x 1071,

A.3. Les entiers

On veut représenter des nombres entiers en machine. Supposons par exemple
que nous ayons un octet pour le faire. Avec un octet on dispose de 28 =
256 écritures différentes, ces écritures pouvant étre considérées comme les
développements binaires des entiers de U'intervalle {0..255}.

Comme on veut répartir équitablement les entiers que ’on représente entre des
entiers positifs et des entiers négatifs, on décide de s’intéresser aux 256 entiers de
Iintervalle {—128..127}. 11 convient donc d’établir une bijection qui permette des
calculs commodes, entre I'intervalle {—128..127} des entiers qu’on veut représenter,
et l'intervalle {0..255} des représentations.

En résumé, a tout entier x de 'intervalle {—128..127} on va faire correspondre sa
représentation R(x) qui sera un entier de l'intervalle {0..255}. En outre comme R(z)
doit étre stocké dans la mémoire d’'une machine, on regardera plus spécialement les
propriétés du développement binaire (sur un octet) de R(x).

A.3.1. Représentation en ”complément a 2”. Rappelons que si n est un
entier, n mod 256 est le reste de la division de n par 256 ou encore 'unique entier
m tel que 0 < m < 255 et m congru a n modulo 256.

Notons I l'intervalle {—128..127} et J I'intervalle {0..255}. Soit R I’application
de I dans J définie par

R(z) = x mod 256.

A.3.2. Premiéres propriétés. a) Montrer que R est une application bi-
jective.

b) Calculer R(0), R(100), R(127), R(—1), R(—100), R(—128). Donner les
développements binaires des résultats obtenus.

¢) Calculer R(z) en fonction de z.

d) Déterminer I'image par R de I’ensemble des > 0 de I ainsi que 'image
par R de 'ensemble des z < 0 de I.
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A.3.3. L’opposé. Comment reconnaitre sur le développement binaire de
R(x) le signe de ' ?

e) On suppose que = € I\ {—128,0} . Calculer R(—=x) en fonction de R(z).
On constatera que R(—x) = (255 — R(z)) + 1. En déduire un algorithme simple
permettant de calculer le développement binaire de R(—x) & partir de celui de R(x)
(algorithme dit de complémentation & 2).
f) Pour écrire en binaire la représentation R(z) d’un entier z de U'intervalle
I on applique la stratégie suivante :
e Six > 0, on développe x en binaire.
e Si z < 0, on développe —x en binaire et on applique I'algorithme de
complémentation & 2 (cf. e) ).
Appliquer cette méthode pour calculer I’écriture binaire de R(18), R(—20).

A.3.4. Addition des entiers et représentation. Soit 1" I'application de
N dans {0..255} qui & tout n = Z;io a;j27 fait correspondre T'(n) = Z;:o a;27
(troncature limitée aux 8 premiers bits).

a) Quel est le lien entre n mod 256 et T'(n) ?
b) Montrer que si x1, 2, 1 + x2 sont des éléments de I alors
R(z1 4 22) = (R(z1) + R(z2)) mod 256,

R(J?l + .232) = T(R(J?l) + R(J?Q))
¢) Il est bien entendu que 'addition de deux éléments de I ne sera valide que
si le résultat est aussi dans I. Comme la machine ne connait que les représentants
des nombres qu’on additionne, nous mettons en place ici une méthode (bien adaptée
aux circuits électroniques) qui opere sur les représentations et permette a la fois de
détecter si 'opération d’addition est valide et de calculer dans ce cas le résultat.
Soient x1 et xo deux éléments de I. Soit C le carry, retenue du 8ieme bit vers
I'exterieur, et « la retenue du 7ieme bit vers le 8ieme, obtenus en faisant

Paddition R(z1) + R(x2). On pose V =C & «.

e Si V = 0 laddition est valide et R(xz1 + x2) s’obtient en faisant en binaire
Paddition de R(x1) avec R(x2) et en négligeant tout débordement au dela
du huitieme bit (cf. b) ).

e Si V =1 l’addition n’est pas valide.

En effet : cl) Supposons 0 < z7 < 127 et 0 < 25 < 127. Examiner les deux

cas x1 + w9 < 127 (opération valide) et x1 + x5 > 127 (opération invalide), et dans
chaque cas calculer C, a, V.

¢2) Supposons 0 < z1 < 127 et —128 < xo < 0 (opération toujours valide).
On examinera suivant les valeurs possibles de R(z1) + R(x2) quelles sont les valeurs
possibles de C, o, V.

¢3) Supposons —128 < z7 < 0 et —128 < z9 < 0. Examiner les deux
cas x1 + g < —128 (opération invalide) et z1 + x2 > —128 (opération valide), et
dans chaque cas calculer C, o, V. (Indication : pour calculer o on pourra regarder si
Paddition des deux nombres de 7 bits (R(z1) — 128) et (R(x2) — 128) a une retenue
vers le huitieme bit.)

c4) En conclure la validité de I’algorithme annoncé.



