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AVERTISSEMENT

Le cours qui suit est une introduction aux séries de Fourier. Il a été
spécialement rédigé pour un enseignement que j’ai dispensé au niveau de
la licence de mathématiques a I’Université de la Polynésie Francaise.
Les étudiants ne disposant pas encore des classes de fonctions intégrables
au sens de Lebesgue lors de cette premiere approche, j’ai dit me placer
dans le cadre de l'intégrale de Riemann, en évitant toute référence aux
classes LP.

L’étude commence par la convergence en moyenne quadratique, puis
la convergence ponctuelle avec des résultats sur la convergence uniforme.
Enfin on approfondit la méthode de sommation de Césaro pour aboutir
a la convergence uniforme des sommes de Fejér. J’ai rajouté une partie
sur le calcul des coefficients de Fourier par la transformation de Fourier
rapide. J’ai donné sous forme d’exercices des compléments sur le théoreme
d’approximation de Weierstrass et ses généralisations, 'importance des
noyaux positifs dans ce domaine et plus généralement des opérateurs
positifs.






TABLE DES MATIERES

Avertissement...... ... ... .. v
1. Les polynomes trigonométriques........................... 1
1.1. Cas général : coefficients complexes. ........................ 1
1.2. Cas particulier : coefficients réels................... ... . ... 2
1.3. Espace Hermitien des polynomes trigonométriques de degré
SN 3
2. Les séries de Fourier............. ... ... . ... ... . 7
2.1. Les espaces de fonctions............ ... it 7
2.2. Les coefficients de Fourier.................. ... ............ 8
2.3. Approximation par des polyndomes trigonométriques......... 12
2.4. Convergence en moyenne quadratique....................... 13
2.5. Convergence ponctuelle........... ... ... ... L. 15
2.6. Coeflicients de Fourier et fonctions dérivées. ................ 22

3. Approfondissement sur I’approximation par des polyndémes

trigonométriques............ ...l 25

3.1. Noyau de Dirichlet......... ... ... i 25
3.2. Noyau de Fejér. ... ..o 26
4. Calcul des coefficients de Fourier........................... 31
4.1. La transformée de Fourier Discrete.......................... 31
4.2. La transformée de Fourier Rapide........................... 45
4.3. Approximation des coefficients de Fourier................... 49

5. Annexe 1 : Le théoréme d’approximation uniforme de
Weierstrass. ... 53



viii TABLE DES MATIERES

5.1. Présentation du probleme............. ... ... .. L 53
5.2. La démonstration élémentaire d’'Henri Lebesgue............. 53
5.3. Les noyaux positifs......... .. ... 54

5.4. Les opérateurs positifs............ ... 58



CHAPITRE 1

LES POLYNOMES
TRIGONOMETRIQUES

1.1. Cas général : coefficients complexes

Définition 1.1.1. — On appelle polynéme trigonométrique de
degré < N toute somme finie

(1) Sy (0) = Z cpe'™
ol les coefficients ¢, sont des nombres complexes.

Un polynome trigonométrique peut aussi étre écrit en utilisant les fonc-
tions trigonométriques usuelles grace aux transformations suivantes :

N N
Sn(0) = co+ Z cne™ + Z c_pe
n=1 n=1

Sn(0) = co + Z ¢, (cos(nd) + isin(nb)) + Z ¢_p (cos(nf) — isin(nh)),
Sn(0) = co + Z(cn + c_p,) cos(nf) + Z i(c, — c_p) sin(nf).

En posant alors
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ag = 2¢
(2) a, = cp+c_y, sin>1
b, = (e, —c_p) sin>1
c’est-a-dire aussi
Ch = %‘A
(3) ¢ = i sin>1
C_y = % sin>1
on obtient
a N
(4) Sn(0) = ?O + Z (ay, cos(nb) + by, sin(nf))
n=1

Ainsi les écritures exponentielles (1) et trigonométriques (4) sont
équivalentes pourvu que les relations (2) et (3) entre les coefficients
soient réalisées.

1.2. Cas particulier : coefficients réels

Si maintenant on suppose que tous les coefficients a,, et b, sont réels.
Les formules (3) montrent que cette condition est équivalente au fait que
co est réel et que pour tout n > 1 les coefficients ¢, et c_, sont des
nombres complexes conjugués. De plus

an, = 2Re(cy,),

b, = —2Zm(cy).

Remarquons aussi que dans ce cas

N N
Sw(0) =co+ D cne™ +> e ™,
n=1 n=1
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ce qui donne

(5) Sny(0) = Re (co + 2 Z cneme>

n=1

1.3. Espace Hermitien des polynémes trigonométriques de
degré < N

On vérifie immédiatement que l’ensemble Py des fonctions polyno-
miales trigonométriques de degré < N est un sous espace vectoriel sur le
corps C des nombres complexes des fonctions périodiques de période 27,
indéfiniment dérivables.

On introduit sur Py le produit

(o) =52 | 1o

Théoréme 1.3.1. — Le produit ainsi défini est un produit scalaire
(forme sesquilinéaire hermitienne définie positive) sur Py. Nous note-
rons || ||2 la norme associée a ce produit scalaire.
Les fonctions (eme)ne{_N,...,N} forment une base orthonormée de Py .
Les fonctions

(1,cos(0), sin(), - - -, cos(NO), sin(N))
forment une base orthogonale de Py .
Démonstration. — 1l est facile de voir que (f, g) est linéaire par rapport

a la premiere variable, semi-linéaire par rapport a la deuxieme variable,
et réalise la symétrie hermitienne, c’est-a-dire

(9, 1) =([.9)

De plus si f € Py

) =5 [ 1@,

Comme |f(0)|* est une fonction continue positive, I'intégrale est > 0

et est égale & 0 si et seulement si |f(0)|*> = 0, c’est-a-dire si et seulement
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si f = 0. On a donc montré que pour tout f € Py on a (f, f) > 0 et que
(f,f) =0 si et seulement si f=0.

Remarquons que par définition de Py la famille (€”?),c( ... n} est
une famille génératrice. Montrons maintenant que si m et n sont des
entiers de l'intervalle {—N,--- N} alors

i o ein«9€7im€d9 — { 0 S'L m 7& n

2m J, 1 sim=n.
En effet,

1 2

. [
eznee—zmgde — / ez(n—m)gde.
2w Jo

27 Jo
Sim # n on a donc

1 2w ) ) 1
eznge—zmede —

- i(n—m)0 2m _
27 J, 2im(n —m) le ) 0

0

Si au contraire m = n alors

1 2T ] ] 1 2T
— eMle=ml gy — — / do = 1.
2m Jo 2m Jo

Ceci acheve de montrer que la famille (e™?),c(_n... v} est une base

orthonormée de Py. En conséquence 'espace est de dimension 2N + 1.

En utilisant les relations trigonométriques habituelles
: .. :
cos(mt)sin(nt) = 3 [sin((m + n)t) + sin((n —m)t)]
1
cos(mt)cos(nt) = 5[005((m + n)t) + cos((n — m)t)]
1
sin(mt)sin(nt) = 5[005((771 —n)t) — cos((n + m)t)]
on montre facilement que la famille

(1,cos(0), sin(@), - - - ,cos(NO), sin(N))

est une famille orthogonale (donc libre). Comme elle contient 2N + 1
fonctions, c’est une base. [J
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Remarques : Cette derniere base est orthogonale mais pas ortho-
normée. En fait un calcul direct montre que

1 1
V2 V2
Ainsi toute fonction f € Py se décompose de maniere unique sous la
forme

]2 =1, [lcos(nt)]ls = [sin(nt)||2 =

ou sous la forme

N
ap
=3 + nz::l a, cos(nf) + b, sin(nf))
avec
1 2 -
en= o /0 F(O)e s,
1 2w
= —/ f(0)cos(nd)do
m™Jo
1 2w
= —/ f(0)sin(nd)do
m™Jo
Définition 1.3.2. — Les coefficients ¢, (ou les coefficients a,, et b,)

sont appelés les coefficients de Fourier du polynome trigonométrique

f.

Compte tenu de 'orthogonalité des bases introduites nous pouvons
appliquer le théoreme de Pythagore :

Théoréme 1.3.3. — Soit f un polynome trigonométrique appartenant
a Pn. Nous avons les égalités suivantes

N

(6) 1= leal?

n=—N
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N

2 ‘CL0|2 1 2 2
1713 = 100 4 23 (aul? + 10 P)

n=1



CHAPITRE 2

LES SERIES DE FOURIER

2.1. Les espaces de fonctions

Nous allons maintenant définir la notion de coefficient de Fourier
pour des fonctions plus générales que les polynomes trigonométriques.
Nous nous passerons pour cette étude des classes de fonctions intégrables
au sens de Lebesgue que nous ne supposons pas connues a ce niveau.

e Notons
c(T)
I'espace des fonctions continues sur le tore T = R/27Z (qu’on peut
voir aussi comme l’espace des fonctions continues sur R qui sont 27-
périodiques ou encore comme 1’espace des fonctions continues sur [0, 27]
telles que f(0) = f(2m)).
e Nous noterons

) (T)
le sous espace de C(T) constitué des fonctions k fois continument
dérivables.
e Notons

Cn(T)
les fonctions continues par morceaux, c’est-a-dire les fonctions 27-
périodiques qui ont un nombre fini aq,-- -, a, de discontinuités sur une
période [0,27] et qui sont prolongeables en une fonction continue sur
chaque intervalle de [0, 27] déterminé par le partage aq, - - ,as. C'est-a-
dire qu’en chaque point de discontinuité une telle fonction admet une
limite a droite et une limite a gauche.
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e Notons

CR(T)
les fonctions 27-périodiques continues par morceaux, dérivables par mor-
ceaux. Ce sont les fonctions f continues par morceaux et qui de plus
réalisent les conditions suivantes : 'intervalle [0, 27| peut étre décomposé
en un nombre fini d’intervalles [a;, a;11] tels que dans chaque intervalle
ouvert ]a;, a;11[ la fonction f soit continue, dérivable, de dérivée f’ conti-
nue par morceaux telle que

Qi1

[ i
a

i

existe (éventuellement comme intégrale impropre).

2.2. Les coefficients de Fourier

2.2.1. Définition des coefficients de Fourier. — Soit f € C,,(T).
Pour tout n € Z on pose
1 o —int

0 lf) = 5= [ e
et aussi pour tout n € N

1 27
© onlf) =% [ socosutyat

T™Jo

1 27
(10) (1) =~ [ Fit)sintat)d

0

Définition 2.2.1. — Les coefficients ¢,(f) sont les coefficients de
Fourier exponentiels de f. Les coefficients a,(f) et b,(f) sont les co-
efficients de Fourier trigonométriques de f.

En prolongeant la définition de (f, g) donnée précédemment pour les
polynomes trigonométriques, aux fonctions de C,,(T')

o) =5 [ st

nous pouvons écrire
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cu(f) = (f,e™),

Remarque 2.2.2. — Le produit (f, g) n’est pas ici un produit scalaire

du fait que
1o N®
1= VT = (57 [ o)

n’est pas une norme sur C,,(7") mais simplement une semi-norme (on
peut avoir ||f|l2 = 0 sans que f = 0). Il y a plusieurs fagons d’avoir
une vraie norme, par exemple en travaillant non pas sur C,,(7T"), mais
sur C,,(T)) constitué des fonctions ?régulieres” de C,,(T), c’est-a-dire
celles qui en tout point vérifient

PRRCORRICS

2

ou

flz+) = Tim f(2),

t—x
t>x

fla=) = lim f(t).
t—x
t<x
Cependant nous pouvons continuer sans inconvénient a travailler avec

une semi-norme. C’est ce que nous ferons pour le moment.

2.2.2. Premieres propriétés des coefficients de Fourier. —

Proposition 2.2.3. — Les coefficients de Fourier d’une fonction f €
Cn(T) sont bornés.

Démonstration. — En effet

1 2m
0 < 5= [ I
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an(f)] < 2 / 17 e,

™

b, (f)] < %/Ow|f(t)|dt. O

Nous verrons ultérieurement qu’en fait ces coefficients tendent vers 0.

Proposition 2.2.4. — Soit [ € C,,(T). Sila fonction f est paire, alors
tous les coefficients b, sont nuls. Si la fonction f est impaire alors tous
les coefficients a, sont nuls. Sur les coefficients ¢, ceci s’exprime par :
Si la fonction f est paire alors pour tout entier n on a ¢, = c_,. Si la
fonction f est impaire alors pour tout entier n on a ¢, = —c_,.

Démonstration. — Comme les fonctions qu’on integre pour calculer les
coefficients de Fourier sont 2m-périodiques, I'intervalle d’intégration peut
étre si on veut [—m,7|. Il est alors facile de conclure compte tenu des
hypotheses sur la parité ou I'imparité de f.

2.2.3. Série de Fourier. — Maintenant que nous avons défini les co-
efficients de Fourier d'une fonction f nous introduisons la série de Fourier
de f

—+00

Z Cn(f)emta

n=—oo

W) S (@l Freos(nt) + b (F)sin(nt)).

Nous noterons

Sw(h = 3 eulf)e = LS 0, (Preos(nt) + b F)sin(r)

la somme partielle de rang N de la série de Fourier de f.

Le probleme est de savoir si cette série converge et si oui, si elle converge
vers la fonction f. Cette étude devra étre faite pour divers modes de
convergence. Nous commencerons par la convergence en moyenne qua-
dratique qui se trouve étre la plus adaptée aux séries de Fourier. Dans la
partie sur les polynomes trigonométriques, nous avons mis en évidence
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une base orthonormée qui nous a permis une étude commode. Il s’agit
maintenant de passer au cas d'une famille orthonormée infinie, qui ne
sera pas une base au sens algébrique du terme, mais une base en un sens
topologique (cf. espaces de Hilbert). Autrement dit nous allons essayer
d’adapter 'aspect ”géométrie euclidienne” au cas d'un nombre infini de
coordonnées. Pour cela nous avons tout d’abord besoin de résultats d’ap-
proximation. Nous allons les énoncer et les démontrer brievement afin de
pouvoir mettre en place rapidement la théorie que nous avons en vue.
Nous reviendrons plus tard plus en détail sur cet aspect.

2.2.4. Exemples. — Voici quelques exemples de calcul de coefficients
de Fourier et de séries de Fourier. Les fonctions sont décrites sur une
période et prolongées sur R par périodicité.

e f(t)=1. Alors ag(f) =2 et pour n > 1, on a a,(f) = b,(f) =0.
e f(t) =tsur | —m 7[et f(—m) = 0. Cette fonction est impaire si
bien que a,(f) = 0 pour tout n. Quant a b,(f) on a

bn(f) = 2 /Owtsin(nt)dt.

™

Le calcul donne

e f(t) =t? sur [—m, 7. Cette fonction est paire si bien que b,(f) =0
pour tout n > 0. On calcule alors

ao(f) = 2%,
puis
an(f) = 4(;;) :

f(t) =—1sit E] —7T,0[, f(t) =1sit 6]0,71'[, f(_ﬂ-) = f(ﬂ-) =
f(0) = 0. Cette fonction est impaire si bien que a,(f) = 0 pour
tout n. Pour b,(f) le calcul donne

0 st n est pair

() = {

A sin est impair
™
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e f(t) = |t| sur [—m, 7]. Cette fonction est paire, donc tous les b, (f)
sont nuls. Le calcul donne

ao(f)=m

0 sin est pair

wh)={

—5 st n est impair

2.2.5. Cas d’une période T. — Nous avons donné toutes les
définitions et tous les calculs dans le cas d'une fonction périodique de
période 27. Si nous avons une fonction de période 71" alors nous écrivons
les coefficients de Fourier sous la forme

(11) ) = 7 / f(tye ¥ ar

et aussi pour tout n € N

(12) an(f) = % /0 f(t)cosm%”t)dt
(13) b(f) = 2 /O F(t)sin(n 2yt

2.3. Approximation par des polynémes trigonométriques

Rappelons le théoreme suivant qui est la version ”trigonométrique” du
théoreme d’approximation de Weierstrass.

Théoréme 2.3.1. — Toute fonction f € C(T) (fonction continue
2m-périodique) est limite uniforme d’une suite de polynomes trigo-
nomeétriques.

Démonstration. — La démonstration de ce théoreme est donnée dans
I'annexe I (exercice 6). OJ

Théoréme 2.3.2. — Pour toute fonction g € C,,(T) et pour tout € >
0, il existe une fonction continue f € C(T) telle que

lg = fll2 <e
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Démonstration. — Remarquons que si on démontre le théoreme pour
des fonctions réelles, on a le résultat sur des fonctions complexes en
travaillant sur la partie réelle et la partie imaginaire. Pour obtenir le
théoreme pour une fonction réelle g il suffit pour tout point de disconti-
nuité a de g d’approcher g sur un voisinage suffisamment petit [a—d, a+J]
par la fonction affine passant par les deux points (a — d,g(a — J)) et
(a+0,9(a+9)). 0

Comme conséquence des deux théoremes précédents on obtient

Théoréme 2.3.3. — Pour toute fonction g € C,,(T') et pour tout € >
0, il existe un polynome trigonométrique P tel que

lg = Plla <.

2.4. Convergence en moyenne quadratique

Théoréme 2.4.1. — Soit f € C,(T) et P € Py un polynome trigo-
nométrique de degré < N. Alors

1f = Sn(H)ll2 < 1f = Pl
I’égalité n’ayant lieu que si P = Sy(f).

Démonstration. — Soit P(t) = S0 x,e™ un polynéme trigo-

nométrique quelconque. Alors

If = Pl5 = l£]5 — 2Re({f, P)) + || P]l5.
Mais

tandis que

N
P15 =D |zl
n=—N

En conséquence
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N
1f = PlE=11F113+ D (lealf) = zal® = leal P).

Le minimum est donc atteint si et seulement si pour tout n on a x,, =
cn(f), c'est-a-dire

P(t) = Sn(f)(t).

Ce minimum est alors

1f = Sw(Hlz = I1£12 = IISx (Hll2- B
Corollaire 2.4.2. — (Inégalité de Bessel)

N
Y lealHP < 115
n=—N

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la derniere
inégalité dans la preuve du théoreme précédent. [

Théoréme 2.4.3. — Soit [ € C,,(T), alors la série de Fourier de f
converge vers f en moyenne quadratique, c’est-a-dire

Jim 1 = Sx(f)ll =0,

Démonstration. — Soit € > 0. On sait d’apres le théoreme 2.3.3 qu’il
existe un polynome trigonométrique P tel que
If = Plla <e

Soit N le degré de P si bien que pour tout n > N le degré de P est
< n et donc

If = Sa(Pll2 < If = Pllz <.

On en conclut le théoreme. [

Théoréme 2.4.4. — (Egalité de Parseval) Soit f € C,(T), alors

+o0
(14) I3 =" leal®

n=—oo
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‘(I0|2 1 +o00

(15) 115 = =5+ 5 2 (anl* + [oul?)
n=1
Démonstration. — Revenons a 1’égalité

Lf = Su(HI5 = 1£15 = 1Sa (I3
Comme
T || — S,(f)]l2 = 0.
on conclut que

Tim (1S5 (A2 = [/ |2,

ce qui donne les relations annoncées. []

Corollaire 2.4.5. — Soit f € C,,,(T), alors les coefficients de Fourier
de f tendent vers 0. Plus précisément

lim ¢, =0,
n—-4o00

lim ¢, =0,
n——oo

lim a, =0,

n—-+0o0o
lim b, =0.
n—-+00
Démonstration. — C’est une simple conséquence de la convergence des

séries du théoreme précédent. []

2.5. Convergence ponctuelle

On a vu que toute fonction continue périodique peut étre approchée
uniformément par des polynomes trigonométriques. On a vu aussi que
dans le cas de la convergence en moyenne quadratique, ce sont les sommes
partielles de la série de Fourier associée qui donnent les meilleures ap-
proximations. On peut donc se demander si pour la convergence uniforme
ou la convergence simple il en est de méme. La réponse est négative.
Meéme plus, il existe des fonctions continues périodiques pour lesquelles
en certains points la série de Fourier ne converge pas (exemple de Paul
Du Bois-Reymond). Cependant on sait (résultat de Carleson) que pour
les fonctions continues (et plus généralement les fonctions de L?) la série
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de Fourier de f converge vers f presque partout. Nous allons voir tou-
tefois que sous certaines hypotheses on peut donner des résultats sur la
convergence.

Commengons par étudier la fonction 27-périodique f définie sur [0, 27|
par

x 1
fl@)=5-—35
Un calcul simple des coefficients de Fourier montre que la série de Fourier

de f est

(16) B Z sin(nx)

nm
Lemme 2.5.1. — La série de Fourier de la fonction 2mw-périodique f
définie sur la période [0, 27[ par f(z) = & — 5 converge pour tout z. Elle

converge vers f(z) c’est-a-dire

r 1 i sin(nz)
or 2 ~ nr
pour tout x # 2km (points de discontinuité de f). La convergence est

uniforme sur tout intervalle fermé de R qui ne contient aucun point de
la forme 2km.

Démonstration. — Nous allons étudier la convergence de cette série de
Fourier en utilisant la transformation d’Abel. Soit 0 < § < w. Nous
étudierons la convergence de cette série sur U'intervalle I; = [0, 21 — 4.
Posons pour x € I

Sp = Zsin(kx),
k=0

alors

donc



2.5. CONVERGENCE PONCTUELLE 17

n
[sn] <D e™*).
k=0

Mais
n _ iln+1)z
eikm — 1 € :
1—e¢im
k=0
ou encore "
n gl . n+1
Ze“‘“ze » sin ("5 )
e’ sin (%)
k=0 2
On en conclut que
1
|5n] < —F=
S1n (5)

En conséquence puisque x € I5 on peut écrire

1
|5n| < — S M
S1n (5)
ou Mjs est une constante qui ne dépend pas de n ni bien str du x dans
Is.

Le module d'un paquet de Cauchy de la série de Fourier (16) s’écrit
donc successivement

" sin(kx
Crulr) = |32 2D
k=m
Cmm(l‘) _ Z Sk ;;kfl ’
k=m
n 1 1 Sn Sm—1
Cmn = T - )
(@) ];nsk <k7r (k+ 1)7r) * (n+1m  mn

ce qui permet d’écrire

M; 1 1 u 1
(@) s <n+1+m+gbk(k+1>

Cette derniere inégalité permet de conclure a la convergence uniforme

de la série (16) sur l'intervalle I; vers une fonction continue ¢s. Nous
allons montrer que ¢s est égale a f sur I.
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Pour cela utilisons la convergence en moyenne quadratique de la série
de Fourier vers f. On sait alors que

im [ 1) = Sa()(@)dz = 0,
a fortiori s
im [ 1f@) = Su(f)(@)dx = 0,

n—oo )

et comme S, (f)(z) converge uniformément sur I5 vers ¢s5 on obtient

/5 @) — gsla) Pz = 0

La fonction |f(z) — ¢s(x)[* étant continue et positive on conclut que

f(@) = ¢s(x). O

Lemme 2.5.2. — Les sommes partielles
. sin(kx)
Sh =—
()(@) -
k=1
de la série de Fourier de f(x) = 5= — % sont uniformément bornées par

un nombre M indépendant de x et de n.

Démonstration. — Soit

on(f)(x)

la somme de Fejér associée. On sait que (cf. chapitre 3 formule (22))

on(f)(x) = iﬁ e (Sm(nt))th.

s SalN)(@)

n

nm ) = sin(t)
Or .
|f(x+2t)] < 5
Donc , _ - )
2 (sin(n
o < g [ (Tl
et comme :

—_
(V)
VR
&.
=
S
:b !
N—— PN
no

|
NIE]
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on en conclut que

1
o) < 5.

Un simple calcul montre par ailleurs que

3

1
Onr1(f)(z) = Su(f)(z) = nt)r 2 sin(kx),
donc
1
o1 (F)(2) = Sul(F)(2)] = —
En conclusion
1Sn(f)(@)] < lona(f)(@)] + =,
ce qui implique
1 1
SN < 2+ 2.0
T
Lemme 2.5.3. — Soit f une fonction complexe appartenant a C’%)(T).

Quel que soit € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout x

-+
/ (1)t < e

Démonstration. — Ceci est une conséquence directe du fait que —f’(t)—
n’a qu'un nombre fini de discontinuités et qu’en ces points 'intégrale est
convergente. [

Théoréme 2.5.4. — Soit f wune fonction complexe appartenant a
C’,SP(T) (f 2m-périodique, continue par morceaur et dérivable par mor-
ceauz). Alors la série de Fourier de f converge pour tout x € R vers

flat) + flz—)
5 :

La convergence est uniforme sur tout intervalle fermé ne contenant aucun
point de discontinuité de f.
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Démonstration. — Supposons tout d’abord que f € Cy(nl)(T) soit de plus

continue. L’intégrale
2m
t 1\
— = = t)dt
| (5-3)

est absolument convergente et par suite en intégrant par parties on ob-
tient compte tenu de la continuité de f

[ (- 3) s =s0) -5 [ o

ou encore puisque f est 27w-périodique

(17) ﬂ@zé%l%ﬂWﬁ+A%(%—é)fu+ﬂﬁ

Etudions alors

ot 1 sin(k
/0 <%——) x+tdt+2/ f(x+t)dt,

sin(kt)
km

2w
[ (D s [ st o
0

A (%—%—S(Of@+wﬁ

On va majorer cette expression en découpant 'intervalle d’intégration en

/02” <% - % - Sn(t)) fllx+ t)dt’ <

c’est-a-dire en posant S, (t) = — > ;1 =

3 morceaux

St : . 1 /
[l =350 irwsoms [ L1250+ o
27 —0 t 1
s /
[ - -so|irer o
De plus
t 1
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est uniformément borné par un nombre M (indépendant de ¢ et de n)

T ! S, (t ! tdt| <

[ (5 -5 5:0) rie+ar <
) 27

M(/O |f(x+t)|dt+/2ﬂ5|f(x+t)|dt)+

/«27r—5 t 1

)

— — — = Su(t
2 2 n(t)
Les deux intégrales intervenant dans la premiere partie de la somme

donc

[/ (z + )| dt.

sont des intégrales sur des intervalles de taille  donc compte tenu du
lemme (2.5.3) on peut choisir § indépendant de x et de n tel que cette
premicre partie de la somme soit < £. On rend alors la deuxieme partie

de la somme < ¢ en choisissant n assez grand (puisque S, () converge

uniformément sur [§, 27 — §] vers 5= — 1 et que f627r_6 |f'(x + t)|dt est
majorée par fozﬂ |f/(z+t)|dt ).

En conclusion

2
S L o e

Mais pour chaque intégrale de la somme on trouve en intégrant par
parties

/O " wlez(x+t>dt — —%/0 ’ cos(k(t—x)) f(t)dt = —ay, cos(kx)—by, sin(kz).

En revenant a ’égalité (17) on obtient alors

f(x) = % /0 ' f(t)dt+;(ak cos(kx) + by sin(kz))
c’est-a-dire
flz) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)),
k=1

la convergence de la série étant uniforme.
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Si maintenant f n’est pas continue (mais bien sur toujours dans
C’,Q)(T )). On la supposera, ce qui ne change rien, réguliere. Appelons
ai, - ,a, les points de discontinuité de f et \y = f(ap+) — f(ax—) le
saut au point a,. Notons hla régularisée de la fonction 27-périodique h

définie sur la période [0, 27[ par h(z) = & — 3. Alors pour tout
() = sm(kx)’
km

et posons

k=

—_

On a compensé les sauts de f par les sauts de >, _, Agh (x — ag) si bien
que g est continue et appartient aussi a CT(,P(T). On peut appliquer le
résultat précédent a g. On en déduit le résultat. [J

2.6. Coeflicients de Fourier et fonctions dérivées

Nous allons voir qu’au plus f est réguliere, au plus les coefficients
de Fourier de f tendent vers 0 rapidement. Pour cela supposons que f
soit une fonction périodique continue dérivable et de dérivée continue :
f € CO(T). Alors en intégrant par parties

1 T . 1 T ,
o t —zntdt - _ / t —zntdt
= |t = | re

c’est-a-dire

cn([f') = incn(f).

Mais comme on sait que ¢,(f’) = o(1) on voit que ¢,(f) = o(

3=

).

De plus en écrivant que

(lnt1- 1) =0

on obtient
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1
1< 5 (It 4 )
Donc . .
D=5 (PP + ).
ce qui prouve que
+o0
S ()] < +oe.

En supposant que f € C®)(T) on démontre par récurrence que

() = ol-p).

Exercice Soit f une fonction continue 27-périodique. On suppose que

pour tout entier k£ > 0 on ait

() = o).

k
n
Montrer que f est indéfiniment dérivable.






CHAPITRE 3

APPROFONDISSEMENT SUR
I’APPROXIMATION PAR DES
POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

Il existe des polynomes trigonométriques liés aux séries de Fourier
qui sont tres intéressants sur le plan de 'approximation. Ces polynomes
donnent des "noyaux”.

3.1. Noyau de Dirichlet

Posons
n

1 )
D,(x) = 5 k_z ekt = — 4 ;cos(kx).
D,, est appelé le noyau de Dirichlet. On utilise aussi le polynome

D,(z) = Z sin(kx).

N | —

Lemme 3.1.1. — Un calcul simple montre que pour tout n € N* on a
(18) D) = sin ((n + 1)z)

" 2 sin (%)
(19) B (x) = cos (£) — cos ((n + 1)x)

" 2 sin (%)

1 ™
(20) e / Do(z)dz = 1

™ —T

1 [™ <

(21) —/_ Dy(x)dx =0

™
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Si S,(f)(x) est la somme partielle de Fourier de rang n de la fonction
f on a successivement

SulD)@) = 3 exet,

.00 = 3 (55 [ rtoear) e
Sn(f)(:c)zkn<2ﬂ [ s zkwdt)
Sn(f 27T/f _ =0 dt,

Su(f)(2) = — f() n(t —x)dt.

Donc S, (f)(x) est obtenu par convolutlon entre f et le noyau D,,. Mal-
heureusement D, n’est pas un noyau positif, et le comportement de
Su(f)(x) = f* D,(x) n’est pas aussi bon qu’'on aurait pu l'espérer si
on avait eu une convolution avec un noyau positif. On sait par exemple
qu’il existe des fonctions continues pour lesquelles la série de Fourier
diverge en certains points.

3.2. Noyau de Fejér

Une idée qui va donner de bons résultats et d’appliquer aux sommes
partielles de la série de Fourier la méthode de sommation de Césaro.
On va commencer par appliquer cette méthode au noyau de Dirichlet,
c’est-a-dire qu’on définit le noyau de Fejér

n—1
1
= — D
L0
k=0
Lemme 3.2.1. — Un calcul simple montre que pour tout n € N* on a

K, (2) = 1 — cos(nz) _ 1 (sin (%)) ’

4n sin® (%) 2n \ sin (%)
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~ | K, (t)dt=1.

™

—Tr

Soit la somme de Fejér d’ordre n de la fonction f

on(f)(@) = |+ Kol Zf*Dk = 3 5.()(w)

/ F() K (t — 2)at
_ ;/ﬂf(t+x)Kn(t)dt

ol P)) = 2 [ (2t 4 a) i, 2n)ar,

2

(22) nulh) = = [ C ) (2 <”t>)2dt

x sin ()

Le comportement des sommes de Fejér est bien meilleur que celui des
sommes partielles de la série de Fourier. Plus précisément

Théoréme 3.2.2. — Soit f une fonction continue 2m-périodique a va-
leurs complezes. Alors la suite des sommes de Fejér (o,(f)(x)), converge
uniformément vers f.

Démonstration. —

(1)) ~ f(a)] = ‘% [t () @ f(af)‘ .

Mais comme S,(17)(z) =1 on a o,(17)(x) = 1, c’est-a-dire

si bien que

|on(f)(2) = f(2)] =
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et encore

o)) = F) < o [ (e = ) () ar

nr ) = sin (t)

Pour majorer cette derniere expression on découpe l'intervalle d’intégration
en 3 morceaux

-0 sin (n 2
o Hle) — ) < [ |f<2t+a:>—f<a:>|( ( ”) dtt

sin ()

2

L pet e - ) ( b

.
%/Z|f(2t+x) (@) (Sm (”t))th.

La fonction f étant continue 27-périodique est bornée, si bien qu’on peut

écrire que
2t + 1) — f(2)] < 2sup | f(x)] = M.
Alors

(1)) — )] < 2 ( () s [ (%?)&) -

%
I sin (nt) \ >
il ot - dt.
- [ et - @l (G
Soit € > 0, grace a la continuité uniforme de f on peut choisir § > 0

tel que si [t] < § on ait

If2t+x) — f(z)| <e

Dans ces conditions on a
M =0 /sin (nt)\” 3 (sin (nt)\”
(@) — F@)] < ( [ Caa) [ (&i) dt) v
e [ [sin(nt)\>
nr _5<sm<t>) "

ou( ) — 1@ < L ( [y e [ (S;?n<(’g>)2dt> be
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Maintenant que J est fixé, on va majorer les intégrales sur [—7, —d] et

[0, 5] en prenant n assez grand.

11 est suffisant d’étudier l'intégrale sur [0

s
72

1 (% (sin(nt)\? 1 [z 1 -5 1
- ’ Sl.n (n ) dt S - ) dt S s ) .
nw Js sin () nm Js sin® (t) nm sin®(9)

Cette derniere expression prouve que

us . 2
1mi/(@wwﬁzu
n—oo N J5 sin (t)

ce qui acheve la démonstration. [

]. Dans ce cas,

N







CHAPITRE 4

CALCUL DES COEFFICIENTS DE
FOURIER

4.1. La transformée de Fourier Discrete

4.1.1. Introduction - Notations. — Nous allons étudier les signaux
discrets périodiques, c’est-a-dire les fonctions du groupe fini Z/nZ
dans C.

Plus précisément, nous fixons un entier n > 1. Notons G le groupe

additif Z/nZ.

Nous allons nous intéresser a 1’algebre sur le corps des complexes C de
toutes les fonctions de G dans C. Nous noterons F cet espace. Ce
sera I’espace des signaux.

Voici la démarche que nous allons suivre et qui reproduit dans ce cas
simple mais instructif ce qu’on fait habituellement dans le cas des si-
gnaux discrets (fonctions définies sur Z), dans le cas des signaux continus
(définis sur R) ou des signaux continus périodiques (définis sur le tore
R/Z).

e L’espace des signaux. On présente I’espace F ainsi que la base
des évaluations dans laquelle les composantes d’une fonction sont
ses images.

e Les opérateurs de translation. On regarde 'action du groupe
des translations sur les signaux. En particulier I’étude des vecteurs
propres des opérateurs de translation met en lumiere l'intérét des
caracteres du groupe G.
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e Les filtres stationnaires. Nous appelons filtre linéaire un
opérateur linéaire de l'espace F des signaux. Un signal arrive
a lentrée du filtre (signal d’entrée) et en ressort (signal de
sortie) transformé par un opérateur linéaire. Un filtre est dit
stationnaire lorsque la forme du signal de sortie ne dépend que
du signal d’entrée et non de l'instant ou celui-ci est appliqué.
Autrement dit si on translate le signal d’entrée f d’un temps ¢,
le signal de sortie obtenu est le signal de sortie de f translaté du
meéme temps t.

e La convolution. On introduit la notion d’opérateur de convolu-
tion et on montre que cette notion coincide avec la notion de filtre
stationnaire : un filtre est stationnaire si et seulement si c’est un
opérateur de convolution.

e La transformation de Fourier. Nous étudions les filtres station-
naires et donc nous nous placons dans une base de vecteurs propres
de ces opérateurs, c’est-a-dire la base des caracteres. Les coefficients
d’un signal dans cette base sont a un facteur multiplicatif constant
pres les coefficients de Fourier.

e La transformation en Z. C’est I'analogue discret de la trans-
formation de Laplace. Dans ce cas particulier, nous considérons
les valeurs prises par un signal f comme les coefficients d'un po-
lynome. Nous indiquons les liens entre transformation de Fourier et
transformation de Laplace.

e Les applications. Nous faisons fonctionner ensemble les notions
précédentes sur des exemples.

4.1.2. L’espace F. — Il est immédiat de constater que I’espace F des
fonctions de Z/nZ dans C posséde les propriétés suivantes

Théoréme 4.1.1. — F est une algebre commutative pour [’addition
des fonctions 7 + 7, la multiplication des fonctions ”
tiplication d’une fonction par un scalaire” . 7.

x 7, la mul-

Donnons tout d’abord un exemple important de fonction dans F.

A tout élément a € G, associons la fonction e, définie par
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ealr) = 1 st x=a,

Y10 siox#a.
Théoréme 4.1.2. — La famille (€,)o<a<n—1 €st une base de F. Ainsi
F est de dimension n. Toute fonction f € F se décompose sous la forme

n—1
[ = f(a)eq
a=0
Démonstration. — Supposons ZZ;I Aa€q = 0. Alors en appliquant cette

fonction nulle a un élément quelconque z € G on trouve que

et donc A\, = 0. Ceci montre que le systeme est libre.

Pour montrer que le systeme est générateur il suffit de vérifier que toute
fonction f s’écrit sous la forme indiquée dans 1’énoncé du théoreme. [J

Remarquons que quand on utilise la base précédente les compo-
santes de [ sont les images de f. Autrement dit, I'utilisation de la
base (€,)o<a<n—1 revient a se donner f par la suite finie de ses images

(f(ea))ogagn—l-

4.1.3. Les opérateurs de translation sur 7. — Pour tout h € G
on définit 'opérateur linéaire T}, de F dans lui méme par

Th(f)(x) = f(x +h).

Nous cherchons a étudier cet opérateur et en particulier ses valeurs
propres et ses vecteurs propres.

Remarquons que

Th - (Tl)h7

ce qui prouve que si vy est un vecteur propre de T}, c¢’est aussi pour
1,

tout h € G un vecteur propre de Tj,. On a donc pour tout x € G et tout
heG
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X(@ + h) = Anx(2).
Remarquons tout d’abord qu’une fonction telle que f(0) = 0 ne peut
pas étre un vecteur propre de T;. En effet si f est vecteur propre alors

Ty(f)(x) = Af (),
c’est-a-dire

flz+1) =Af(2).
Si f(0) = 0 par récurrence on montre alors que f(x) = 0 pour tout z
et donc que f = 0 ce qui est contraire a 'hypothese. Donc tout vecteur
propre est proportionnel a un vecteur propre x vérifiant y(0) = 1.

On a donc en supposant que x(0) = 1 et en donnant a x la valeur 0

x(h) = An,
et donc

x(x + h) = x(x)x(h).

Définition 4.1.3. — Les caracteres de GG sont les homomorphimes du
groupe G dans le groupe multiplicatif C*, c’est-a-dire les fonctions x de
G dans C* vérifiant

x(z +y) = x(x)x(y).

Théoréme 4.1.4. — Les caractéres de G sont les n fonctions x, ou
u € G définies par
2iTuY
Xu(v) =€ n
Démonstration. — Dans G la somme 1 + --- + 1 formée de n termes

égaux a 1 est nulle. On en déduit que x(1)” = x(0) = 1. Donc x(1) est
une racine nieme de l'unité. Connaissant x(1) on peut calculer x(z) en
écrivant © comme somme de z termes égaux a 1. Par suite x(x) = x(1)”.
Ceci prouve qu'un caractere est nécessairement de la forme annoncée. On
vérifie rapidement que toute fonction de cette forme est un caractere. [

On pourra remarquer qu’en fait les caracteres sont a valeurs dans le
sous-groupe de C* constitué des nombres complexes de module 1. On peut
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donc dire aussi que les caracteres sont les homomorphismes du groupe G
dans le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1.

Théoréme 4.1.5. — Les caractéres forment une base de F constituée
de vecteurs propres de Ty. La valeur propre de T, associée au vecteur
propre X, est la racine nieme de ['unité

2imhu

e n

4.1.4. Les filtres stationnaires. — Soit H un opérateur de F. On
suppose que cet opérateur est stationnaire c’est-a-dire que si on translate
le signal d’entrée d'un temps ¢ la sortie est translatée du méme temps
(autrement dit la forme du signal de sortie ne dépend pas de 'instant ou
on a envoyé le signal d’entrée). Ceci s’exprime en écrivant que

H(T:(f)) = TL(H(f)),

ou encore que
HoT,=T,0H.

Donc un opérateur H est stationnaire si et seulement s’il commute avec
les opérateurs de translation.

Soit x un caractere et A la valeur propre de T associée a x. Alors

Ty (H(x)) = H (T1(x)) = H (Ax) = AH ().

Ceci prouve que ou bien H(x) = 0, ou bien H(x) est un vecteur propre
de T; associé a la valeur propre A. Dans tous les cas on peut écrire
H(x) = px. Les caractéres forment donc aussi une base de vecteurs
propres de H.

Remarque : = H(x)(0).

Remarquons encore que H, qui commute avec T}, peut s’écrire de
maniere unique sous la forme

n—1
=0

Ceci est conséquence du théoreme suivant
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Théoréme 4.1.6. — Soit T' un opérateur a spectre simple d’un espace
vectoriel de dimension finie n (T a n valeurs propres distinctes). Un
opérateur H commute avec T si et seulement st H peut s’écrire sous la
forme

n—1
H=> aT"
=0
De plus dans ce cas cette écriture est unique.

Démonstration. — 1l suffit d’une part de constater qu’un opérateur qui
s’écrit sous cette forme commute avec T', d’autre part que si un opérateur
commute avec T il s’écrit sous cette forme de maniere unique. Il suffit
de choisir une base de vecteurs propres de 7', les matrices de T¢ sont
alors diagonales. En écrivant que H commute avec 71" on trouve aussi
que dans cette base H est diagonale. En écrivant la relation cherchée, on
trouve les coefficients a; de maniére unique en résolvant un systeme de
Vandermonde. [

Ce théoreme sur l’écriture d'un filtre stationnaire H mnous permet
d’énoncer le théoreme suivant

Théoréme 4.1.7. — L’espace des filtres stationnaires est de dimension
n.

Démonstration. — 11 suffit de constater que les T} sont linéairement
indépendants.

4.1.5. Convolution et filtres stationnaires. —

Définition 4.1.8. — Soient f et g deux fonctions de F. Le produit de
convolution de f par g est la fonction f x g € F définie par

Frgu)= > fw)gw).
vtw=u
Remarquons qu’on peut aussi écrire

frglu) =2 fo)glu—v) =) f(0)T-,(9)(u).

veG veG

On vérifie immédiatement le résultat suivant
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Théoréme 4.1.9. — F muni de l'addition” + 7, du produit de convo-

”

lution” %7 et du produit par un scalaire” .7 est une algébre commutative.

Fixons maintenant une fonction h € F et définissons 'opérateur Hj

de F par

Définition 4.1.10. — Un opérateur du type Hj est appelé un
opérateur de convolution.

Théoréme 4.1.11. — Les opérateurs de convolution sont les filtres sta-
tionnaires. En particulier

Tu(f *g) = [ xTu(g)
De plus
h = Hh(eo).

Démonstration. — Montrons tout d’abord qu’un opérateur de convolu-
tion est stationnaire.

Tu(HW(f))(x) = Hu(f)(u+ ) = hx f(u+z),
=S n) flutz—v) = h©)T.(f) (@ - v),

veG veG
= hx T,(f)(x) = Hy(Tu(f))(x).

Montrons maintenant que l'espace des opérateurs de convolution
est aussi de dimension n. Ceci finira de prouver le théoreme. Pour
cela étudions le noyau de 'application linéaire de F dans l'espace des
opérateurs de convolution qui a tout h associe Hj. Supposons H, = 0,
c’est-a-dire h* f = 0 pour toute fonction f € F. Soit x fixé. Considérons
la fonction f = ey. Alors

On en déduit h(x) = 0 et ceci pour tout z. [J

Remarque : Soit H un filtre stationnaire. Alors on sait que H se
décompose de maniere unique sous la forme



38 CHAPITRE 4. CALCUL DES COEFFICIENTS

n—1
H=> aT;.
=0

Remarquons alors que

Tl(f)zenfl*f7 T12<f>:enf2*fa T T1n71<f>:el*f-

En conséquence

H(f)= Zaien,i*f = (Z aieni> * f.
i=0 =0

Donc

n—1
h = E Ai€n—i,
i=0

et encore

h(u) = a_,.

Enfin en utilisant 1’égalité

€y * €y = Eytu;

on déduit que

H(e_y)(0) = a_y = h(u).

Regardons maintenant la matrice d’'un opérateur de convolution Hp,
dans la base (e,)qeq- Le coefficient h; ; qui se trouve a la ligne 0 < ¢ <
n—1 et dans la colonne 0 < 57 < n—1 est la composante sur e; de 'image
de e; autrement dit,

hij = Hp(e;)(9).
Donc,

hig =hxe;(i) = Y h(u)e;(v) = h(i - j).
u+v=1

Cette matrice s’écrit
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BO)  hn—1) --- h(1)
o | M0 o e
hn—1) h(n—2) - h(0)

C’est une matrice circulante. Les matrices circulantes sont les matrices
des opérateurs de convolution (ou des filtres stationnaires).

4.1.6. La structure hermitienne. — Munissons maintenant F du
produit scalaire hermitien

(F0) = Y 0300

Nous allons montrer que les caracteres forment une base orthogonale
de F.

Nous avons tout d’abord besoin d’un lemme

Lemme 4.1.12. — Soit x,, un caractére non trivial (u# 0). Alors
Z Xu(v) = 0.
veG

Démonstration. — Remarquons que

) = ()

et que de plus du fait que 0 <u < n on a st # 1. En conséquence

veG
Théoréme 4.1.13. — Les caracteres forment une base orthogonale de
F. La norme de chaque caractére est \/n.
Démonstration. — Nous devons montrer que

n s u=uv,

<XU’XU>:{ 0 si u#w.

Pour cela écrivons successivement
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XuaXb EE:IXU XU'_U] j{:;Xw w )7

weG welG
Xua Xv Z Xw u — U Z Xu—v(w)
welG welG

Le résultat attendu découle du lemme. [

Définition 4.1.14. — Soit f € F. Les coefficients de Fourier de f
sont les produits scalaires f(v) = (f, x,). Ainsi

=Y fw)xo(u) Zf

ueG

La fonction f qui est elle aussi dans F est la transformée de Fourier
de la fonction f.

Remarque : Bien que f et sa transformée de Fourier f soient toutes
deux des fonctions de F, il n’est pas bon de considérer qu’elles sont dans
le méme espace.

Comme la base des caracteres est orthogonale, les coefficients de Fou-
rier sont a un facteur pres les composantes de f sur la base des caracteres.
Plus précisément

Théoréme 4.1.15. — La décomposition de f sur la base des caractéres
s’écrit
1 n—1 . i
Flu) =+ 37 fl)e™
v=0

4.1.7. Etude plus complete de la transformation de Fourier

discréete. — Nous avons pour la transformation de Fourier les résultats
suivants
Théoréme 4.1.16. — La transformation de Fourier discrete est un

isomorphisme de Ualgébre (F, + , %, . ) sur lalgébre (F, +, X, . ).
Autrement dit

—

f+g

—~

Wi

9,

I
> =,
o+
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Théoréme 4.1.17. — L’inverse de la transformée de Fourier est

donnée par la formule d’inversion

12
flu) = ()
Théoréme 4.1.18. — On a aussi
— 1 ~ .
fxg=—f*g,
n

I = Vnll£-

Voici quelques exemples simples de transformées de Fourier
®c, = X—u-
® Y, = Nne,.
Revenons sur la matrice H circulante de la section précédente. Cette
matrice est la matrice dans la base (e,)qcc de la convolution avec h. Nous
savons que les (xy)ueq forment une base de vecteurs propres. Les valeurs

propres sont les

H(xu)(0) = hxxu(0) = Y A(v)xu(—v) = h(u).

velG
En conséquence
n—1
det(H) = H h(u).
u=0
On a donc le théoreme suivant
Théoréme 4.1.19. — Pour que l'opérateur stationnaire H soit inver-

sible il faut et il suffit que la transformée de Fourier h ne s’annule pas.

Remarquons qu’on peut écrire

H(xu) = h(u)Xu.
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La fonction h est appelée la fonction de transfert de H. Cette
fonction est importante pour la description de la transformation H. En
particulier si nous travaillons sur les transformations de Fourier alors

H(f)=hxf=hf
4.1.8. La transformation en Z. — La tansformation en Z est ’ana-

logue discret de la transformation de Laplace.

Soit £ T'application de F dans C[Z]/(1 — Z™) qui a toute fonction
[ =72 uec @ueu € F fait correspondre

L(H(2) =Y a2

En ce qui concerne les notations, nous noterons
P(2)=Q(2) (2"-1)

lorsque les polynomes P(Z) et QQ(Z) définissent le méme élément de

l'algebre C[Z]/(1 — Z™).

Théoréme 4.1.20. — La transformée en Z d’un produit de convolu-
tion est le produit des transformées en Z

L(fx9)(2) = LINZ)L(g)(Z) (2" —1).
La transformation L est un isomorphisme de lalgébre (F, + , =, . )
sur Ualgebre (C[Z]/(1 = Z™), +, x , . ) des polynémes modulo 1 — Z".

La transformée en Z est liée a la transformation de Fourier grace au
théoreme suivant

Théoréme 4.1.21. — Soit f € F. Alors pour tout u € G
A 2iTu
flu) = L(f)(e).

En conséquence le produit de deux polynoémes modulo 1 — Z™ peut
se faire par transformation de Fourier discrete. Ceci est intéressant par
le fait qu’il existe un algorithme rapide de calcul de transformation de
Fourier discrete : la transformée de Fourier rapide.
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4.1.9. Applications. — On dispose de trois algebres isomorphes entre
elles et on passe de I'une a I’autre en fonction du probleme posé. Ces trois
algebres sont (F, +, «, . ), (F, +, x, .)et (C[Z]/(1-2"), +, x, .).

Voici un premier exemple. L’opérateur 7T} de translation est bien sur
un opérateur de convolution

Tl(f) = €p-1 *f'
En conséquence la transformée en Z associée est la multiplication par
7. Autrement dit

LIN(NH)(2)=ZL(f)(Z) (Z"—=1).
L’opérateur A défini par

Af)(u) = flu+1) = f(u),

qui peut aussi s’exprimer par

A - T1 - [7
correspond a la multiplication par (Z — 1).

Essayons de résoudre 1’équation

H(f) =g,

ou encore

hx*f=g,

ou h et g sont connues et f a trouver. Posons

Bu(Z) = L(h)(Z), Py(Z2) = L(9)(Z), Pi(Z) = L(f)(Z).

On doit done avoir

P(Z)P{(2) = P(Z) (2" -1).

Notons G(Z) = pged(Py(Z), Z™ — 1). Si Py(Z) n'est pas divisible par
G(Z) il n’y a pas de solution. Sinon on est amené a chercher tous les
polynomes Py de degré < n — 1 tels que
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Pi(Z)P(Z) = Py(Z)  (Q(2)),

ou

Pu(2) P,(2) Zn 1
Maintenant, P;(Z) et Q(Z) sont premiers entre eux. On peut donc
inverser P;(Z) modulo Q(Z) on obtient P{(Z) tel que

P(2)P(Z) =1 (Q(Z)).

Les solutions sont donc les polynomes Py de degré< n — 1 de la forme

Py(Z) = Pl(Z).P(Z) + K(Z)Q(Z).

Prenons comme exemple pour H l'opérateur A qui correspond a la
multiplication par Z — 1. Alors pged(Z — 1,Z™ — 1) = (Z — 1). Donc
A(f) = g n’a de solution que si P;(Z) est divisible par Z — 1, c’est-a-dire
si P,(1) = 0 ou encore S"_! g(u) = 0 (cette derniére somme est aussi
§(0)). Dans ce cas on a

P(Z)=1, QZ)=1+Z+ - +2"",

donc

P.(Z
Py(Z) = Z"(_ 1) +C(1+Z+---+ 2",
ou C est une constante.

Remarque : La fonction A étant donnée, essayons de trouver f telle
que

hxf=1.
D’apres ce qu’on vient de voir il n’a de solution que si
pged(Pn(2), 2" — 1) = 1.

On retrouve ainsi la condition déja énoncée au paragraphe 7 : pour que
h soit inversible il faut et il suffit que la transformée de Fourier de h ne
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s’annule pas , ce qui s’exprime ici en disant qu’aucune racine de 'unité
n’annule P, (7).

4.2. La transformée de Fourier Rapide

Il existe diverses facons proches les unes des autres de calculer une
transformée de Fourier discrete. Toutes ces variantes sont des algorithmes
de transformée de Fourier rapide (FFT). Nous nous placerons ici dans le
cas ol le nombre d’éléments du groupe est n = 2™ et ol le groupe G est
Z/nZ. Pour tout r > 0 et tout 0 < k < 2" — 1 posons

_ 2ikm
Wh =e o,

Remarquons que
W = (Wha)? = (WE)?
W2kr+1 = —ngri%r

par exemple

(Wg)? = (Wi =wy

Wg = —Wy.

On rappelle que si

f=(ap,a1,...,agm_1)
et si

Pi(X)=ap+a X + ... +agn 1 X* !

alors

flu) = @ = Py (Wh).
Pour tout polynome

PX)=po+mX + ...+ pyr_ 1 X¥!

notons

Po(X) = po+ paX + o 4 por_o X
et

P(X)=p1+psX + ... Fpor g XTT
alors

P(X) = Py(X* + XP(X?)
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ce qui donnesi 0 < k<271 —1
PWE)=Py(WE_)) +WEP (W )

et
PW3) = R(Wyis) = Wi PL(W).
Ces dernieres formules vont nous donner un algorithme pour calculer

les valeurs de la transformée de Fourier.

Remarquons tout d’abord que si on a tabulé les valeurs de Wk, alors
on dispose aussi des valeurs de Wk pour tout r < m.

W w2 WS Wy
ot [ e e | 8 ] ] 8 | 0
W2 wp
W Wi W W]
Wl
Wy e

Pratique du calcul. L’exemple m = 3 est suffisamment instructif
pour décrire ’algorithme. Remarquons que

Pooo(X) = ag, Poo1(X) = aq, Po1o(X) = aa, Po11(X) = ag
Pioo(X) = a1, Pio1(X) = as, Prio(X) = a3, P (X) = ar.

On commence donc par faire une permutation o des éléments
Qg, a1, A2, ag, A4, a5, Ag, A7
pour les mettre dans 1'ordre
ap, A4, g, ag, a5, A3, Q7.

Ceci se fait facilement en remarquant qu’a chaque indice supposé écrit
en binaire on fait correspondre I'indice obtenu en écrivant les bits dans
I'ordre inverse. Ainsi I'indice 4 = 100 est transformé en 1 = 001. la suite
du calcul de la transformée de Fourier se fait en trois étapes indiquées
par la figure 1 et a la fin on divise les coefficient obtenus par 8.
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Qo Qg (45} Qg
(¢] (¢] (@] o
AN 9\ |
o (¢] [©] o
wy Wi |-wy W}
(6] (6] @] (6]
0 1
8 8
' /O /O |

az as

LIV

ai

as

FiGure 1. La FFT sur 8 points

Appelons Mg, M2, M$ les matrices

— O O

SO OO OO O ==
O OO O == OO

O O O O O O
o O O O

OO = = OO o O

_— -0 O O o o o

Qs as
o O
,WQO
O O
Wi =Wy
(@] (@]
T wg

_ o O O o o o

|
—_

47

a7

,WQO
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1 0 1 0 0 O 0 ©

0O 1 0 1 0 0 0 O

1 0 -1 0 0 O 0 ©

) 0 1 0 -1 0 0 0 0
My = 0o 0 0 O 1 0 1 0
o 0 0 0O 0 1 0 1

O 0 0 0 1 0 —-1 0

0o 0 0 0O 0 1 0 -1

1 0 0 0 1 O 0 0

O 1 0 O O 1 0 0

O 0 1 0 O 0 1 o0

5 o 0 0 1 0 0 0 1
My = 1 0 0 0 -1 0 0 O
0O 1 0 0 0O -1 0 O

0O 0 1 0 0 0 -1 0

o 0 0 1 0 0 0 -1

S1, 9o, 93 les matrices diagonales définies par

Sy = Diag(1, W3, 1, W2 1, W3, 1, W)
Sy = Diag(1,1, W), W, 1,1, W) W})

Ss = Diag(1,1,1,1, Wg, W3, Wg, Wg)

et enfin ¥ la matrice de la permutation "reverse bit” o.
Dans ces conditions la matrice Fy de la transformation de Fourier sur
8 points s’écrit

Fy = M3 S3MZ Sy Mg S, Y.

Ceci se généralise facilement pour n = 2™. Le nombre d’opérations a
effectuer pour calculer cette transformation est de 'ordre de nlog(n).
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4.3. Approximation des coefficients de Fourier

Soit f une fonction d'une variable réelle périodique de période T'. Nous
supposerons que f est développable en série de Fourier sous la forme

+o0

f&) =D el

k=—o00

les coefficients cx(f) étant donnés par

T
alf) = 7 /0 f(t)e 2t dt.

I nous faut calculer les coefficients cx(f). Pour cela on peut avoir deux
idées suggérées par les deux formules précédentes. La premiere formule
nous suggere d’interpoler la fonction f en un certain nombre de points par
un polynome trigonométrique, les coefficients de ce polynome étant pris
alors comme approximations des coefficients correspondants de la série de
Fourier. La deuxieme formule quant a elle nous incite a calculer I'intégrale
du second membre par une méthode approchée. Dans les deux cas nous
allons échantillonner le segment [0,7] en N intervalles de longueur AT.
Nous avons donc

NAT =T

et nous définirons la fréquence d’échantillonnage par

1
F=—.
AT

Les points de 1’échantillonnage sont les points
te = s.AT.

En ces points la fonction f prend les valeurs

+o0
flt) = alf)edm
k=—o00

ou encore
+oo

)= 3 elf)mn,

k=—o00
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Si nous voulons interpoler f aux points t;, s = 0,1,.., N — 1 par un
polynome trigonométrique, nous pouvons appliquer ce que nous savons
sur la transformée de Fourier discrete. Ainsi nous pourons écrire

N-1
f(ts) _ Z Ck(f)GZiwks/N
k=0

ou les coefficients Cy(f) sont obtenus & un coefficient 1/N pres par trans-
formation de Fourier discrete

1 N-1 A
Ck(f) — N Z f(ts)e_erks/N_
s=0

On remarque en passant que cette derniere formule n’est rien d’autre que
I’approximation par la méthode des rectangles de l'intégrale qui donne
le véritable coefficient de Fourier. On rejoint donc la deuxieme idée dont
nous parlions précédemment.

Remarquons que dans l’espace des temps nous avons une période T'
que nous avons échantillonnée grace a un découpage en N segments de
longueur AT, ce qui nous donne une fréquence d’échantillonnage F =
1/AT. L’espace des fréquences est échantillonné grace a N intervalles de
longueur AF = 1/T ce qui nous donne une étendue de N.AF = F pour
I’espace des fréquences et une fréquence d’échantillonnage de I'espace des
fréquences de T'. En résumé nous disposons des relations

T = N.AT
F=N.AF
F=1/AT
T =1/AF
TF = N.

Le probleme qui se pose maintenant et de comparer le coefficient cal-
culé Ci(f) avec le véritable coefficient cx(f). Pour cela repartons de la
formule

+o0o

Flts) = cu(f)emhN

k=—00
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qui en tenant compte de la périodicité s’écrit en supposant que la
suite des coefficients de Fourier est sommable (ce qui est le cas si f est
suffisamment réguliere)

N—1 +4oo
fts) = Z( Z Crirn (f))eX N
k=0 r=—oc

En comparant cette expression avec celle obtenue par interpolation
et en vertu de 'unicité du polynome trigonométrique d’interpolation de
degré N — 1 on obtient la formule de Poisson

+oo
Crl(f) =D currn(f)
ou encore T
cx(f) = Cu(f) — chJrTN(f)'
r#0

L’approximation sera donc acceptable si les coefficients de Fourier
décroissent rapidement, ce qui est le cas si la fonction f est tres réguliere.
Autrement dit 'approximation sera bonne si les hautes fréquences sont
quasi-absentes du signal. Bien entendu si le signal est lui méme un
polynome trigonométrique de degré inférieur ou égal a N — 1, les ¢, et
les Cj, coincident (la formule d’approximation donne une valeur exacte).

Considérons un signal périodique de spectre borné (c’est-a-dire un
polynéme trigonométrique). Suposons le spectre inclus dans Uintervalle
[—S5/2,5/2]. Alors le calcul envisagé est exact si le signal est échantilloné
avec une fréquence F' au moins égale a .S.

Le lecteur pourra méditer sur I'inconvénient qui résulte de la non ap-
plication de cette regle avec le contre exemple suivant :

On considere les deux fonctions cos(27t) et cos(187t). On constate que
ces deux fonctions coincident pour les valeurs ¢t = k/8 (ce phénomene est
appelé I'aliasing).






CHAPITRE 5

ANNEXE I : LE THEOREME
D’APPROXIMATION UNIFORME DE
WEIERSTRASS

5.1. Présentation du probléeme

Nous montrons essentiellement les deux versions suivantes du théoréme
de Weierstrass.

Théoréme 5.1.1. — Soit f une fonction continue sur un intervalle
fermé borné |a,b] a valeurs complexes. Il existe une suite de polynémes
qui converge uniformément vers f.

Théoréme 5.1.2. — Soit f wune fonction continue sur R, 2m-
périodique, a valeurs complexes. Il existe une suite de polynomes
trigonométriques qui converge uniformément vers f.

Nous donnons sous forme d’exercices diverses démonstrations de ces
résultats. En particulier nous insistons sur I'importance de la notion de
noyau positif. Nous terminons en donnant une version améliorée de ces
résultats, exprimée en terme d’opérateurs positifs (Théoreme de Bohman,
Korovkin et Popoviciu).

5.2. La démonstration élémentaire d’Henri Lebesgue

5.2.1. Approximation de |z|. — Exercice 1 (Méthode 1) Soit
x un élément du segment [—1,1]. Posons u =1—2?%, donc |z| = /1 — u.
En conclure que la fonction f(x) = |z| est sur [—1,1] limite uniforme

d’une suite de fonctions polynomiales.
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Exercice 2 (Méthode 2) Définissons une suite de fonctions
polynomiales a coefficients réels par

{ Py(z)=0
Py(z) = Pooa(2) + 5 (z — P21 (x)) pour n>1

Montrer que la suite P, converge uniformément sur [0, 1] vers /.
En conclure que |x| est sur [—1,1] limite uniforme d’une suite de fonc-
tions polynomiales.

5.2.2. La méthode de Lebesgue. —

Exercice 3 Soit C[0,1] l’espace des fonctions continues sur [0, 1]
a valeurs dans R, muni de la norme uniforme. Soit A le sous espace de
C'[0,1] constitué des fonctions continues affines par morceau.

a) Montrer que A= C[0,1].

b) Montrer que les fonctions constantes et les fonctions du type (x —
a+ |x —al) forment un systéme générateur pour A.

c) Soit P le sous espace des fonctions polynomiales de [0,1] dans R.
Montrer que P = C|0,1]

d) Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R, montrer que tout
élément de Cla,b] (espace des fonctions continues de [a,b] dans R) est
limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

e) Démontrer un résultat analogue pour Ccla,b], espace des fonc-
tions continues de |a,b] dans C.

5.3. Les noyaux positifs

Exercice 4 Soit
Ii(r)={y |0<y<let|z—y|l>d}

Soit (K,), une suite de fonctions de deux variables réelles a valeurs
réelles telles que
a) Pour tout z € R on a

1
/ K,(z,y)dy=1 n=1,2,--
0
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b) Pour tout v € R on a

lim K,(z,y)dy=0 06>0

c) Les K,, sont positifs,
K,(z,y) >0 n=1,2---

Soit f une fonction continue a valeurs complexes sur [0, 1]. Définissons

/ny y)dy.

Montrer que pour tout x € [0, 1],

lim A,(f)(z) = f()

n—oo

et que si dans l’hypothése b) la convergence est uniforme par rapport a x
alors An(f) converge uniformément vers f.

Exercice 5 Soit [a, b] un segment tel que a < 0 < b. On considére
une suite (¢n,)n de fonctions réelles intégrables sur [a,b] satisfaisant a

a) Pour tout entier n >0 on a

[

b) Pour tout n > 0 tel que [—n,n] C |a, b]

tim ([ o+ o) -

¢) Pour tout entier n >0 on a
$n = 0.

Etant donnée une fonction f continue sur R on pose

bux f(a /ffc—tsbn £yt

Montrer que la suite (¢ * f)n converge uniformément vers f sur tout
compact.

Exercice 6 Soit f une fonction continue périodique de période
2m. On pose
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ar = %/W f(t) cos(kt)dt,
by = %/W f(t)sin(kt)dt,

pULS
Su(f) (@) = % + ) (ax cos(kz) + by sin(kz)),
et .
1 n—1
ou(f)(z) =~ >  Sk(f)(z)
k=0

Montrer que

S,(0)@ == [ s+ 2((“()) Dy
et que
on(f)(x) = % / " o) (S;ifg)) dt.

Montrer que o,(f)(z) converge uniformément vers f(x) (théoréme de
Fejér).

Exercice 7 Posons (noyau de Landau)
cn(l—a22)" si —1<z<1

0 stx>1oux<—1
ol ¢, est choist de telle sorte que

1
/ Qn(z)dr = 1.

-1

Montrer que si x € [0,1] alors
(1-— :c2)" >1—nz?

PULS que

cn < V/n.
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Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0. Etudier

1
Qu (o) = [ F(0Qua )t
0
ou x € [0,1]. En conclure le théoréme de Weierstrass.

Exercice 8 Soit f une fonction continue sur [0,1]. Posons (po-
lynémes de Bernstein)

BN =3 crr (2) - ayea,

On se propose de montrer que la suite (B, (f)),~,; converge uniformément
vers f.

a) Posons ry(x) = CE(1 — )" PP, montrer que

n

Z rp(z) =1,

p=0

n

Z prp(x) = nr,
p=0

> " plp — ryle) = n(n — )2,

(On pourra utiliser le développement de (x + y)").
b) Calculer

n

Z(p — nx)’ry(z).
p=0
c) On sait que Ye > 0,35 > 0 t.q. |x — 2'| < 0 implique |f(z) —
f@) <e

On étudiera alors la somme

> (#@ - £ (2)) i)

p=0
en la décomposant en deux suivant que |p—nx| < on ou que |[p—nzx| > on
et on conclura.
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5.4. Les opérateurs positifs

Exercice 9 Soit K un espace topologique compact et C'(K) l’es-
pace des fonctions continues sur K a valeurs réelles normé par

1fIF = sup [ f ()]
zeK

Soit T un opérateur linéaire de C'(K) dans lui méme tel que

VfeCK), f>0=T(f)>0.

On dit alors que T est un opérateur positif.
Montrer que T est un opérateur continu et que

1T} = [1kll,
ou 1g est la fonction constante valant 1 sur K.

Exercice 10 Soit B, l'opérateur de C[0,1] dans lui méme défini

0w =3} )a-ori(5).

Calculer || By,||-

par

Exercice 11 Soit f une fonction continue périodique de période
2m. On reprend les notations de [’exercice 6. La fonction f peut étre
considérée comme élément de C* = C(T) ou T est le tore R/(2nZ). On
définit donc sur C* lopérateur S, par

S.0)@ == [ fOD. - )i

sin ((2n +1)1%)

2sin (%)

Dn(t) =

(noyau de Dirichlet)
et lopérateur o, par
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1 s

o) = [ fOK, - 2
avec
2
1 (sin (%
n \ sin (%)
a) Montrer que o, est un opérateur positif et que ||o,| = 1.

b) Montrer que pour tout n, S, n’est pas un opérateur positif. Mon-
trer que

I 4
ISall = = /_ [Da(b)ldt = — log(n) + O(1).

Un nombre x étant fizé, calculer la norme de la forme linéaire S, sur
C™* définie par

Su(f) = Su(f)(@).

Exercice 12 (Théoréme de Bohman, Korovkin et Popoviciu)
Soit K un espace topologique compact possédant au moins deux points
et C(K) l’espace des fonctions continues sur K a valeurs réelles normé
par

If]| = sup | f(z)].
reK
Soient f1, fo, -+, fm des éléments de C(K) vérifiant la propriété

4 . . . s
1l existe m fonctions continues réelles
ai, as, -+, Qy définies sur K, telles que la fonction

Qz,y) = > a;(y) filx) satisfasse a

a)Q(z,y) >0
D)Q(r,y) =0 =z =y.
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Soit L, une suite d’opérateurs positifs de C(K) dans lui-méme
vérifiant :
pour touti(i = 1,--- ,n) la suite (L, (f;)), converge vers f; dans C(K).
Le but du probleme est de démontrer que dans ces conditions pour toute
fonction f € C(K) la suite (L, (f)), converge vers f.
Partie 1. Soit E le sous-espace vectoriel de C(K) engendré par
fisfos-o s e

a) Montrer que si f € E la suite (L,(f)), converge vers f.

n

b) Montrer qu’il existe g € E tel que pour tout x € K on ait g(x) >

Soity fixé dans K. On note Q) la fonction définie par Q,(z) = Q(z,y).
On note ¢, la fonction définie par ¢,(y) = L,(Qy)(v).

c) Montrer que la suite (¢,,), converge uniformément vers 0.

d) Montrer qu’il existe My > 0 tel que pour tout n on ait | L,(1x)|| <
My ou 1k est la fonction constante valant 1.

Partie II. Soit F' un élément de C(K x K). Siy € K notons F, la
fonction définie par F,(x) = F(x,y). Supposons en outre que F(x,x) =0
pour tout x € K.

a) Soit € > 0 montrer qu’il existe un compact A C K x K tel que

(z,9) § A= |F(z,y)| <,

m = inf x,y) > 0.
.nf L Q@y)
Notons alors
M = sup |F(x,y)l.
(z,y)€A

b) Montrer que pour tout couple (z,y) € K X K on a

()] < e+ Q).

¢) En conclure qu’il existe un entier N tel que Yn > N,Vy € K on
ait
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| La(Fy) ()] < (Mo + 1)e.
Partie III. Soit f un élément de C(k). On pose

Fla.y) = f(z) %gm.

En utilisant les résultats précédents, montrer que la suite (L,(f)),
converge vers f.

Applications.

a) On prend K = [0,1], m = 3, fi = 1k, fo =z, f3 = 2. on
vérifiera avec Q(z,y) = (y —x)? que ce systéme satisfait bien a la condi-
tion (1). On prend L, = B, (opérateur de Bernstein). Retrouver ainsi
les résultats de [’exercice 8.

b) Onprend K =T =R/(2nZ), m =3, fi = 1k, fo =cos(x), f3=
sin(z). On vérifiera avec Q(z,y) = 1 —cos(xz —y) que ce systéme satisfait
bien d la condition (1). On prend L,, = o, (opérateur de Fejér). Retrouver
ainsi les résultats de l’exercice 6.



