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AVERTISSEMENT
Le texte qui suit 
onstitue le support d'un 
ours que j'ai pr�epar�e pourles �etudiants de l'Universit�e de la Polyn�esie Fran�
aise. Il s'agit d'un 
ours�el�ementaire sur les �equations di��erentielles.J'ai pr�epar�e 
e 
ours prin
ipalement �a l'aide des livres suivants :{ Jean-Pierre Demailly,Analyse num�erique et �equations di��erentielles,Presses Universitaires de Grenoble, 1991.C'est mon livre d'enseignement pr�ef�er�e sur la question. �A monavis, si les �etudiants ne doivent lire qu'un livre sur les �equationsdi��erentielles, 
'est 
elui-
i.{ Jean Dieudonn�e, Cal
ul in�nit�esimal, Hermann, 1968.{ Vladimir Arnold, �Equations di��erentielles ordinaires, Mir, 1974.{ Lev Pontriaguine, �Equations di��erentielles ordinaires, Mir, 1975.{ Kôsaku Yosida, �Equations di��erentielles et int�egrales, Dunod 1971.





CHAPITRE 1LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONSDIFF�ERENTIELLES
1.1. Position du probl�emeDans 
e 
hapitre, nous allons pr�esenter les probl�emes analytiques etg�eom�etriques li�es aux �equation di��erentielles dans le 
adre des fon
tionsd'une variable r�eelle �a valeurs dans un espa
e ve
toriel r�eel En de di-mension �nie n. Nous nous int�eresserons aux �equations di��erentielles dupremier ordre.1.1.1. �Enon
�e du probl�eme. | Soit 
 un ouvert non vide de R�Enet f une fon
tion de 
 dans En :f : 
 �! En(t; x) 7! f(t; x)D�e�nition 1.1.1. | On appelle solution de l'�equation di��erentielle :(1) dxdt = f(t; x);toute fon
tion � d�e�nie sur un intervalle ouvert non vide I de R, �a valeursdans En telle que :a) � est d�erivable sur I,b) pour tout r�eel t 2 I, le 
ouple (t; �(t)) appartient �a 
 et :d�(t)dt = f (t; �(t)) :D�e�nition 1.1.2. | On appelle probl�eme de Cau
hy pour l'�equationdi��erentielle (1) la re
her
he des solutions �, de 
ette �equation, qui



4 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESv�eri�ent une 
ondition initiale donn�ee :�(t0) = x0;o�u (t0; x0) est un point �x�e dans 
.1.1.2. Interpr�etation g�eom�etrique. | Pour bien 
omprendre l'in-terpr�etation g�eom�etrique qui suit, pla�
ons nous dans le 
as o�u n = 1,
'est-�a-dire le 
as des fon
tions �a valeurs r�eelles.D�e�nition 1.1.3. | Un �el�ement de 
onta
t de R2 est un 
ouple (m; Æ)o�u m est un point de R2 et Æ une droite du plan R2 passant par m. Onnotera C l'ensemble des �el�ements de 
onta
t de R2 .D�e�nition 1.1.4. | Soit 
 un ouvert de R2 . On appelle 
hamp de
onta
t une appli
ation E de 
 dans l'ensemble C des �el�ements de 
onta
tde R2 : E : 
 �! Cm 7! E(m) = (m; Æ)�A l'�equation (1) on asso
ie naturellement un 
hamp de 
onta
t enposant : E(m) = (m; Æ);o�u Æ est la droite passant par m = (t; x) et de 
oeÆ
ient dire
teurf(t; x). Il est alors visible que grâ
e �a 
ette 
orrespondan
e, se donnerune �equation di��erentielle : dxdt = f(t; x);o�u la fon
tion f est d�e�nie sur 
, �equivaut �a se donner un 
hamp de
onta
t E d�e�ni sur 
, tel que pour tout point m 2 
, la droite del'�el�ement de 
onta
t E(m) ne soit pas parall�ele �a l'axe des ordonn�ees Ox.Dire qu'un ar
 
, d'�equation x = �(t) et d'image � � 
, est solutionde l'�equation di��erentielle (1), 
'est dire qu'en tout point m de �, l'ar
poss�ede une tangente T , et que (m; T ) = E(m), o�u E est le 
hamp de
onta
t asso
i�e �a l'�equation (1).D�e�nition 1.1.5. | Un tel ar
 
 est appel�e un ar
 int�egral (ou 
ourbeint�egrale).



1.1. POSITION DU PROBL�EME 5On dispose bien sûr d'une interpr�etation tout �a fait analogue dans le
adre des fon
tions �a valeurs dans En.
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Figure 1. Champ des tangentes de x'=xExemple 1.1.6. | La �gure 1 montre le 
hamp de 
onta
t del'�equation di��erentielle x0 = x. Deux 
ourbes int�egrales sont tra
�ees.



6 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLES
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Figure 2. Champ des tangentes de x'=sin(tx)Exemple 1.1.7. | Dans 
et exemple qui se r�ef�ere �a la �gure 2 on re-garde le 
hamp de 
onta
t de l'�equation di��erentielle x0 = sin(tx). Les
ourbes iso
lines sont des mor
eaux d'hyperboles tx = C.
Exemple 1.1.8. | L'exemple d�e
rit par la �gure 3 
orrespond �a une
ourbe int�egrale du syst�eme :
(2) 8><>: dx1dt = x2dx2dt = �x1:



1.1. POSITION DU PROBL�EME 7
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Figure 3. Courbe int�egrale h�eli
o��daleNous sommes don
 dans le 
as o�u n = 2, x = � x1x2 � et f(t; x) =� x2�x1 �. On remarque que la fon
tion f dans 
e 
as ne d�epend pas dela variable t. On dit dans une telle situation que le syst�eme est autonome.�A la lumi�ere de l'interpr�etation g�eom�etrique pr�e
�edente, on pourrait
her
her, �etant donn�e un 
hamp de 
onta
t, les « 
ourbes » tangentes�a 
e 
hamp (lignes de 
hamp). Ce probl�eme est plus g�en�eral que 
eluique nous avons pos�e puisqu' on permet aux droites qui interviennentdans les �el�ements de 
onta
t d'être �eventuellement « verti
ales », 
'est-�a-dire parall�eles �a En. Nous allons voir les liens de 
e probl�eme ave
l'interpr�etation g�eom�etrique suivante.1.1.3. Les syst�emes autonomes. | On s'int�eresse aux �equations dutype :(3) dxdt = f(x);



8 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESo�u la fon
tion f qui intervient dans le se
ond membre est ind�ependantede t.Soit � : I �! En une solution de l'�equation (3). L'image �(I) � Enest appel�ee une traje
toire de l'�equation di��erentielle. Plus p�e
is�ement,
'est la traje
toire de la solution �.Il ne faut pas 
onfondre « traje
toire » et « 
ourbe int�egrale ». Unetraje
toire est dans l'espa
e En, tandis qu'une 
ourbe int�egrale est dansI � En.L'interpr�etation 
in�ematique est tr�es importante : les 
ourbes int�egralespermettent de 
omprendre 
omment la traje
toire est par
ourue en fon
-tion du temps t.Soit s 2 I, et xs = �(s) o�u la fon
tion � d�e�nie sur I est une solutionde l'�equation (3). La traje
toire �(I) passe par le point xs et en 
e point,le ve
teur f(xs) est tangent �a la traje
toire.1.1.3.1. Un exemple d�etaill�e. | Regardons en d�etail l'exemple suivantou En = R2 :(4) 8><>: dx1dt = x2dx2dt = x1:La solution g�en�erale de 
e syst�eme lin�eaire est d�e�nie pour tout t 2 Ret donn�ee par :(5) � x1 = a
h(t) + bsh(t)x2 = b
h(t) + ash(t):o�u a et b sont des 
onstantes r�eelles qui d�ependent des 
onditionsinitiales.Les traje
toires v�eri�ent don
 :x21 � x22 = a2 � b2;
e sont, sauf 
as parti
uliers �a �etudier, des mor
eaux d'hyperboles.Pr�e
isons la traje
toire dans les di��erents 
as :



1.1. POSITION DU PROBL�EME 9a = 0; b = 0 le point O = (0; 0) (position d'�equilibre)a > 0; a = b la demi droite ouverte x1 = x2, x1 > 0a < 0; a = b la demi droite ouverte x1 = x2, x1 < 0a > 0; a = �b la demi droite ouverte x1 = �x2, x1 > 0a < 0; a = �b la demi droite ouverte x1 = �x2, x1 < 0a > jbj l'ar
 d'hyperbole d�e�ni par x21 � x22 = a2 � b2 = 
2; x1 > 0a < �jbj l'ar
 d'hyperbole d�e�ni par x21 � x22 = a2 � b2 = 
2; x1 < 0b > jaj l'ar
 d'hyperbole d�e�ni par x22 � x21 = b2 � a2 = 
2; x2 > 0b < �jaj l'ar
 d'hyperbole d�e�ni par x22 � x21 = b2 � a2 = 
2; x2 < 0

Figure 4. Traje
toires hyperboliquesOn peut voir sur la �gure 4 des exemples de traje
toires, ainsi que lesens dans lequel elles sont par
ourues.



10 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESRemarquons en�n que toute �equation (1) peut être interpr�et�ee 
ommeun syst�eme autonome. Pour 
ela �e
rivons le syst�eme (1) en introduisantles 
oordonn�ees :
(6) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dx1dt = f1(t; x1; x2; � � � ; xn)dx2dt = f2(t; x1; x2; � � � ; xn)� � � � � �dxndt = fn(t; x1; x2; � � � ; xn)et asso
ions lui le syst�eme ayant une variable de plus :
(7)

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
dx1dt = f1(xn+1; x1; x2; � � � ; xn)dx2dt = f2(xn+1; x1; x2; � � � ; xn)� � � � � �dxndt = fn(xn+1; x1; x2; � � � ; xn)dxn+1dt = 1:Le syst�eme (6) soumis �a la 
ondition initiale �(t0) = X0 est visiblement�equivalent au syst�eme (7) soumis �a la 
ondition initiale �(t0) = (X0; t0).Ce dernier syst�eme est autonome.Remarquons alors que les traje
toires du syst�eme autonome (7) sontles 
ourbes g�eom�etriques int�egrales de (6).Les �equations autonomes jouent don
 un rôle important. D'ailleurs, denombreuses �equations issues de la physique et de la m�e
anique, donnentdire
tement des syst�emes autonomes. Se donner un syst�eme autonomede type (3) revient �a se donner un 
hamp de ve
teurs x 7! f(x) dans En.



1.1. POSITION DU PROBL�EME 11Remarquons que s'il existe un point xs tel que f(xs) = 0, alors l'appli-
ation 
onstante � : t 7! xs est une solution et don
 son image, 
'est-�a-dire le point x0 est une traje
toire parti
uli�ere. On dit que 
'est un pointd'�equilibre.1.1.4. Les 
onditions initiales - Notion de 
ot. | L'espa
e Enintroduit dans les paragraphes pr�e
�edent est appel�e l'espa
e des phases.Le produit 
art�esien R � En est l'espa
e des phases �elargi. La notion de
ot prend en 
ompte un aspe
t 
in�ematique de la th�eorie. �A l'instant t0intial on se touve en un point x0 2 En et �a l'instant t on se trouve enun point gt(x0) qui d�epend du point initial et du temps. Pour voir la
orresponden
e ave
 les notations pr�e
�edentes on pourra dire que x0 =�(t0) et que dans 
es 
onditions gt(x0) = �(t). Cette fa�
on de voir metl'a

ent sur deux param�etres : la position initiale et le temps �e
oul�e.D�e�nition 1.1.9. | On appelle 
ot di��erentiable sur En une appli
a-tion g de R � En dans En :g : R � En �! En(t; x0) 7! gt(x0);telle que :a) g est une appli
ation di��erentiable,b) pour tout t 2 R, gt est un di��eomorphisme de En sur lui même,
) la famille (gt)t2R est un groupe �a un param�etre de transformations deEn, 
'est-�a-dire que g0 = Id et que gt+s = gt Æ gs.Dans la suite on prend t0 = 0. Notons :v(x) = dgt(x)dt (0):On obtient ainsi le 
hamp des vitesses du 
ot.Comme on vient de le voir, la notion de 
ot met l'a

ent sur les traje
-toires et la fa�
on dont 
elles-
i sont par
ourues. En parti
ulier, la vitessedu « mobile » sur sa traje
toire joue un rôle important. Plus pr�e
is�ement,si on se donne un 
hamp de ve
teurs, existe-t-il un 
ot dont 
'est le 
hampdes vitesses ? C'est le probl�eme fondamental des �equations di��erentiellesautonomes.
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x0

g(x0)
t

t

t0 =0

Figure 5. Flot1.2. Le probl�eme lo
al et le probl�eme globalSoit � : I 7! En une solution de l'�equation :(8) dxdt = f(t; x):1.2.1. Solutions maximales. | Soit J un intervalle in
lus dans I.Alors la fon
tion �jJ , restri
tion de la fon
tion � �a l'intervalle J est aussiune solution de (8).Soient �1 : I1 ! En et �2 : I2 ! En deux solutions de (8). Nous dironsque �1 � �2 si I1 � I2 et �2jI1 = �1.La relation � est 
lairement une relation d'ordre, qui n'est pas totalesur l'ensemble S des solutions de (8). On voit tout de suite que si S 6= ;,alors muni de 
ette relation d'ordre, S est indu
tif et poss�ede don
 un�el�ement maximal. Toute solution de (8) se prolonge don
 en une solutionmaximale.1.2.2. Points d'uni
it�e. |



1.2. LE PROBL�EME LOCAL ET LE PROBL�EME GLOBAL 13D�e�nition 1.2.1. | Soit m0 = (t0; x0) un point de 
. On dit que m0est un point d'uni
it�e globale de l'�equation (8) s'il existe une solutionmaximale et une seule de l'�equation (8) passant par m0.D�e�nition 1.2.2. | On dit que m0 est un point d'uni
it�e lo
ale del'�equation (8) s'il existe un voisinage V de m0 tel que m0 soit pointd'uni
it�e globale pour la restri
tion �a V de l'�equation (8).Th�eor�eme 1.2.3. | Si �0 est une solution maximale de (8) et si toutpoint (t; �0(t)) est point d'uni
it�e lo
ale de (8), alors, tout point (t; �0(t))est aussi point d'uni
it�e globale de (8).D�emonstration. | Soit I0 l'intervalle de d�e�nition de �0. Supposons qu'ilexiste une autre solution maximale �1 de (8), d�e�nie sur I1. Suppo-sons qu'il existe un �el�ement t 2 I0 \ I1 tel que �0(t) = �1(t). C'est-�a-dire, supposons que les deux solutions passent par un même pointm = (t; �0(t)) = (t; �1(t)). Soit alors J = fu 2 I0 \ I1 j �0(u) = �1(u)g.J est ouvert du fait que tout point (u; �0(u)) est point d'uni
it�e lo
ale.Don
 si �0(u) = �1(u), 
ette �egalit�e persiste sur un petit voisinage deu, et don
 J est ouvert. Mais 
omme �0 et �1 sont des fon
tions 
onti-nues, J est aussi ferm�e dans I0 \ I1. Comme I0 \ I1 est 
onnexe, on peut
on
lure que J = I0 \ I1. En 
on
lusion, �0jI0\I1 = �1jI0\I1. Ce
i nouspermet d�e�nir la fon
tion � de I1 [ I2 dans En par :�(t) = � �0(t) si t 2 I0�1(t) si t 2 I1 :Comme � prolonge les solutions maximales �0 et �1, on a n�e
essairementI0 [ I1 = I0 = I1 et par suite �0 = �1.On d�eduit imm�ediatement du th�eor�eme pr�e
�edent le th�eor�eme qui suit :Th�eor�eme 1.2.4. | Si tout point de 
 est point d'uni
it�e lo
ale pour(8) alors tout point de 
 est aussi un point d'uni
it�e globale.1.2.3. Que se passe-t-il sur les bords ?| Notons En le 
ompa
ti��ed'Alexandrov de En. Soit � : I ! En une solution maximale de l'�equation(8) dans 
. Supposons que I poss�ede une extr�emit�e droite � 2 R (resp.gau
he).



14 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESD�e�nition 1.2.5. | On appelle bout droit (resp. bout gau
he) de lasolution �, l'ensemble des points (�; x), tels que x 2 En soit valeurd'adh�eren
e de � au voisinage de �.Comme � est 
ontinue, un bout est une partie 
ompa
te de R � En.Th�eor�eme 1.2.6. | Soient 
 un ouvert de R � En etf : 
 �! En(t; x) 7! f(t; x)une fon
tion 
ontinue. On suppose que par tout point de 
 passe au moinsune solution de l'�equation :(9) dxdt = f(t; x)(En fait on verra plus tard que, lorsque f est 
ontinue, 
e qui est le 
asi
i, 
ette 
ondition est automatiquement r�ealis�ee).Alors, toute solution maximale de (9) a ses bouts dans la fronti�ereF(
) de 
, 
onsid�er�e 
omme sous-ensemble de R � En. En outre, si� : I ! En est une solution maximale de (9) et si sa d�eriv�ee �0 est born�eelorsque t tend sur I vers une extr�emit�e � de I, alors limt!�;t2I �(t) existe.Si on note � 
ette limite on a : (�; �) 2 F(
).D�emonstration. | Soit � d�e�nie sur l'intervalle I une solution maximalede l'�equation. Supposons que I =℄�; �[ o�u � 2 R et � 2 R . Soit x0 unevaleur d'adh�eren
e de � au voisinage de �. Par 
onstru
tion, (�; x0) 2 
.Il nous faut montrer que (�; x0) 2 
 n 
 = F(
).Si x0 2 En n En, alors x0 est le point �a l'in�ni de En et don
 (�; x0) 2F(
).
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�
x0 Km




Sinon supposons que (�; x0) 2 
. Soit K0 = I0 � B0 un voisinage
ompa
t de (�; x0) in
lus dans 
. Posons M = sup(t;x)2K0 jjf(t; x)jj. Lad�e�nition d'une valeur d'adh�eren
e nous permet d'�e
rire que :8� > 0; 8� > 0; 9ttel que : t 2 I0 \ I; jt� �j � �; jj�(t)� x0jj � �2 :Si deux points t et t0 sont dans dans I0\I, d'apr�es l'in�egalit�e des a

rois-sements �nis on a : jj�(t)� �(t0)jj �M jt� t0j:Don
 si t0 v�eri�e jt� �j � � on a :jj�(t0)� x0jj � jj�(t0)� �(t)jj+ jj�(t)� x0jj;



16 CHAPITRE 1. LA PR�ESENTATION DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESjj�(t0)� x0jj �M� + �2 :En prenant � = �2M on a pu r�ealiser :jj�(t0)� x0jj � �:Ce
i prouve que : limt!��(t) = x0:Si on donne �a � la valeur de 
ontinuit�e �(�) = x0 alors on obtient unefon
tion ~�, d�e�nie sur ℄�; �℄, d�erivable �a gau
he en � ave
 pour d�eriv�eef(�; x0) (en e�et limt!��0(t) = limt!�f(t; �(t)) = f(�; x0)). Il noussuÆt maintenant de ra

order 
ette solution �a la partie droite par rap-port �a � d'une solution passant par le point (�; x0) pour 
ontredire lamaximalit�e de �. Don
 le point (�; x0) est bien sur la fronti�ere de 
.L'in�egalit�e des a

roissements �nis permet de montrer que si �0 resteborn�ee lorsque t! � alors la limite limt!� �(t) existe. Si on note x0 
ettelimite, 
'est bien entendu le seul point d'adh�eren
e de �(t) au voisinagede � et il est don
 sur la fronti�ere de 
.Exemple 1.2.7. | Prenons 
omme exemple d'�equation :dxdt = x2;qui est d�e�nie sur 
 = R�R . Cher
hons les solutions maximales de 
ette�equation passant par le point (0; 1). Il n'y en a qu'une et 
'est :� : ℄�1; 1[ �! Rt 7! 11� t :Le bout droit de 
ette solution est le point (1;1). Il n'y a pas de boutgau
he puisque � n'a pas d'ext�emit�e gau
he (I =℄�1; 1[). Remarquonsqu'au
une solution maximale n'est d�e�nie sur R tout entier, et 
e
i par
eque quelle que soit la 
ondition initiale, la solution devient in�nie en untemps �ni.En fait, lorsque 
 = R�En , sa fronti�ere dans R�En est R�1. De 
efait, o�u bien une solution � n'a pas de bout et don
 est d�e�nie sur toutR, ou bien elle devient in�nie en un temps �ni.



CHAPITRE 2LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUX
2.1. La m�ethode des approximations su

essives2.1.1. Le th�eor�eme du point �xe. |Th�eor�eme 2.1.1. | Soit E un espa
e m�etrique 
omplet, dont on noted la distan
e, et f une appli
ation de E dans lui-même. On note fnl'it�er�ee f Æ f � � � Æ f n fois de l'appli
ation f .Supposons que f poss�ede les propri�et�es suivantes :a) pour tout entier n � 1 il existe un r�eel stri
tement positif kn tel quepour tout x et tout x0 �el�ements de E on ait :d(fn(x); fn(x0)) � knd(x; x0);b) la s�erie Xn�1 kn
onverge.Alors l'�equation x = f(x) a une solution et une seule dans E.D�emonstration. | Soit x0 2 E. D�e�nissons su

essivement :x1 = f(x0); x2 = f(x1) = f 2(x0); � � � ; xn = f(xn�1) = fn(x0):On a alors : d(xn; xn+1) = d(fn(x0); fn(x1)) � knd(x0; x1):



18 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXOn peut majorer alors pour m � n :d(xn; xm) � m�1Xi=n d(xi; xi+1) � d(x0; x1)m�1Xi=n ki:Or la s�erie de terme g�en�eral ki est 
onvergente, don
 la suite de termeg�en�eral xn est une suite de Cau
hy. Elle 
onverge dans l'espa
e 
om-plet E. Soit x la limite de 
ette suite, 
omme f est 
ontinue (puisqueLips
hitzienne) on en d�eduit que x = f(x).On a montr�e qu'il existe un point �xe, il faut maintenant montrer que
e point �xe est unique : soit y un autre point �xe, alors pour tout n,y = fn(y) ; on a don
 :d(x; y) = d(fn(x); fn(y)) � knd(x; y):Pour n assez grand, kn < 1 et don
 x = y.Remarque : un 
orollaire du th�eor�eme du point �xe que nous avons�enon
�e 
on
erne le 
as o�u k1 < 1. On dit alors que l'appli
ation f est
ontra
tante. Comme kn � kn1 la s�erie de terme g�en�eral kn est don
major�ee dans 
e 
as par la s�erie g�eom�etrique 
onvergente de terme g�en�eralkn1 et le th�eor�eme s'applique.Corollaire 2.1.2. | Soit E un espa
e m�etrique 
omplet et f une ap-pli
ation 
ontra
tante de E dans lui-même. Alors l'�equation x = f(x) aune solution et une seule dans E.Ce 
orollaire simple, qui dans la plupart des livres est pr�esent�e 
ommele th�eor�eme du point �xe, n'est h�elas pas la meilleure version pour traiterla m�ethode des approximations su

essives dans la 
as des �equationsdi��erentielles. En e�et, les kn qui interviennent alors sont bien plus petitsque kn1 et on n'a pas int�erêt �a faire 
ette majoration trop grossi�ere. Enr�ealit�e, on gagne �a obtenir une majoration plus pr�e
ise, qui permet unemeilleure 
onvergen
e que 
elle d'une s�erie g�eom�etrique.2.1.2. La m�ethode de Pi
ard. | Soit En un espa
e ve
toriel sur Rde dimension n, 
 un ouvert de R � En et f une appli
ation 
ontinuede 
 dans En. On se donne une position initiale (t0; x0) 2 
 et on se



2.1. LA M�ETHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 19propose de r�esoudre le probl�eme de Cau
hy pour l'�equation :(10) dxdt = f(t; x):Remarquons que si � : I ! En est solution, alors � est d�erivable (etde 
lasse C1) et : �0(t) = f(t; �(t)):Comme f est 
ontinue :(11) �(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))duR�e
iproquement, si � est une fon
tion 
ontinue qui v�eri�e (11) alors � estd�erivable et v�eri�e (10). De plus dans 
e 
as, �(t0) = x0. On a don
 trans-form�e le probl�eme en la re
her
he des solutions 
ontinues de l'�equationint�egrale (11).Th�eor�eme 2.1.3. | Soient 
 un ouvert non vide de R � En, (t0; x0)un point de 
 et f : 
! En une appli
ation 
ontinue, lips
hitzienne parrapport �a x, uniform�ement en t dans un voisinage du point (t0; x0). Alorsil existe une solution de l'�equation :(12) dxdt = f(t; x);passant par (t0; x0). De plus (t0; x0) est point d'uni
it�e lo
ale pourl'�equation (12).D�emonstration. | Soit V � 
 un voisinage 
ompa
t du point (t0; x0)tel que f soit lips
hitzienne par rapport �a x, uniform�ement en t sur V .Posons : k = sup(t;x1)2V;(t;x2)2V;x1 6=x2 jjf(t; x1)� f(t; x2)jjjjx1 � x2jjet M = sup(t;x)2V jjf(t; x)jj:Soit l0 > 0 tel que :[t0 � l0; t0 + l0℄� fx j jjx� x0jj �Ml0g � V:



20 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXSoit A le sous ensemble de CEn [t0 � l0; t0 + l0℄ 
onstitu�e des fon
tions
ontinues sur [t0 � l0; t0 + l0℄ dont l'image est dans la boule ferm�ee :B(x0;Ml0) = fx j jjx� x0jj �Ml0g:L'ensemble A est ferm�e dans CEn[t0 � l0; t0 + l0℄ muni de la norme uni-forme, 
'est don
 un espa
e m�etrique 
omplet. L'appli
ation :g : A �! CEn [t0 � l0; t0 + l0℄� 7! g(�) = x0 + R tt0 f(u; �(u))dua son image dans A. En e�et :��������Z tt0 f(u; �(u))du�������� �Ml0:On 
onsid�ere d�esormais g 
omme une appli
ation de l'espa
e m�etrique
omplet A dans lui-même.jjg(�1)(t)� g(�2)(t)jj � k ����Z tt0 jj�1(u)� �2(u)jjdu���� ;jjg(�1)(t)� g(�2)(t)jj � k(jt� t0j)jj�1 � �2jj:Puis : jjg2(�1)(t)� g2(�2)(t)jj � k ����Z tt0 jjg(�1)(u)� g(�2(u))jjdu���� ;jjg2(�1)(t)� g2(�2)(t)jj � k2jj�1 � �2jj ����Z tt0 ju� t0jdu���� ;jjg2(�1)(t)� g2(�2)(t)jj � k2 jt� t0j22! jj�1 � �2jj:Par r�e
urren
e on obtient :jjgn(�1)(t)� gn(�2)(t)jj � kn jt� t0jnn! jj�1 � �2jj:Maintenant et seulement maintenant on peut majorer jt � t0j par l0 demani�ere �a obtenir :jjgn(�1)� gn(�2)jj � (kl0)nn! jj�1 � �2jj:



2.1. LA M�ETHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 21Puisque la s�erie de terme g�en�eral (kl0)nn! 
onverge, on peut appliquer leth�eor�eme du point �xe, 
e qui permet de 
on
lure qu'il existe une uniquefon
tion � 2 A telle que g(�) = �, 
'est-�a-dire v�eri�ant :�(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))du:Remarque importante Les hypoth�eses du th�eor�eme 2.1.3 sont sa-tisfaites lorsque f admet une d�eriv�ee partielle par rapport �a x 
ontinuesur 
.Si 
 = I � En (o�u I est un intervalle ouvert de R) et si f est lips
hit-zienne par rapport �a x sur 
, uniform�ement en t sur tout 
ompa
t de I,alors la m�ethode du point �xe permet de 
onstruire une solution d�e�niesur I tout entier. En e�et soit K = [t0��; t0+�℄ � I (� > 0; � > 0). Ond�e�nit g, appli
ation de l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur [t0��; t0+�℄�a valeurs dans En dans lui-même, par :g(�)(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))du:La d�emonstration pr�e
�edente s'applique et nous donne une solutionunique �K d�e�nie sur K. On prend alors une suite 
roissante Kn d'inter-valles 
ompa
ts telle que SnKn = I. L'uni
it�e de � sur K nous permetde d�e�nir sur I la fon
tion � de mani�ere 
oh�erente par :Si t 2 Kn; �(t) = �K(t):� est solution unique du probl�eme.Exemple 2.1.4 (Cas des �equations lin�eaires)Soit A une appli
ation de R dans L(En) qui �a tout r�eel t fait 
orres-pondre une matri
e A(t) de taille n � n. On suppose A 
ontinue, et on�etudie l'�equation di��erentielle lin�eaire :dxdt = A(t)x:Pour tout 
ompa
t K � R, pout tout t 2 K, tout x1 2 En et toutx2 2 En on a :jjA(t)x1 � A(t)x2jj = jjA(t)(x1 � x2)jj � jjA(t)jj jjx1 � x2jj;



22 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXjjA(t)x1 � A(t)x2jj � (supt2K jjA(t)jj)jjx1 � x2jj:Il existe don
 une solution unique � d�e�nie sur R tout entier telle que�(t0) = x0.En parti
ulier si l'�equation est �a 
oeÆ
ients 
onstants 
'est-�a-dire queA(t) =M ne d�epend pas de t, le r�esultat s'applique.Exemple 2.1.5 (Contrexemple). | Dans le 
as de l'�equation :dxdt = x2il n'existe pas de solutions d�e�nies sur R tout entier Ce
i est �a mettre enrelation ave
 le fait que la fon
tion x 7! x2 n'est pas lips
hitzienne surE1 = R.Exemple 2.1.6 (Fon
tion exponentielle). | On �etudie l'�equationlin�eaire x0 = x ave
 la 
ondition initiale x(0) = 1. On sait, 
ompte tenudes r�esultats pr�e
�edents, que la m�ethode du point �xe va 
onverger versla solution unique :x1(t) = 1x2(t) = 1 + R t0 x1(u)du = 1 + tx3(t) = 1 + R t0 x2(u)du = 1 + t + t22!� � � � � � � � �xn(t) = 1 + R t0 xn�1(u)du = 1 + t + t22! + � � �+ tn�1(n�1)!C'est-�a-dire que la solution est �(t) = et (on s'en doutait !)Dans le 
as g�en�eral on peut �enon
er aussi quelques propri�et�es globales.Th�eor�eme 2.1.7. | Soit 
 un ouvert non vide de R � En et f : 
!En une fon
tion lo
alement lips
hitzienne par rapport �a x uniform�ementen t sur 
. Alors par tout point de 
 passe une solution maximale et uneseule de l'�equation dxdt = f(t; x):Les bouts de 
ette solution sont dans la fronti�ere de 
, o�u 
 est 
onsid�er�e
omme sous-ensemble de R � En.D�emonstration. | Le r�esultat est une 
ons�equen
e dire
te des th�eor�emes2.1.3 et 1.2.6.



2.2. LA M�ETHODE DE CAUCHY 232.2. La m�ethode de Cau
hy2.2.1. Le th�eor�eme d'As
oli. | On rappelle i
i sans d�emonstrationle th�eor�eme d'As
oli :Th�eor�eme 2.2.1. | Soient E et F deux espa
es m�etriques 
ompa
ts.Une partie E � C(E; F ) a une adh�eren
e 
ompa
te pour la topologie dela 
onvergen
e uniforme sur l'espa
e C(E; F ) des fon
tions 
ontinues deE dans F , si et seulement si 
'est une partie �equi
ontinue.2.2.2. La m�ethode de Cau
hy. | La m�ethode des approximationssu

essives exige une 
ondition de Lips
hitz sur la fon
tion f(t; x). Nousallons d�emontrer un th�eor�eme d'existen
e (mais non d'uni
it�e) dans le
as o�u f est seulement 
ontinue. La m�ethode que nous d�eveloppons i
id�emontre de nouveau un th�eor�eme d'existen
e, mais ave
 des hypoth�esesplus faibles que pour 
elui que nous avons donn�e pr�e
�edemment. Enoutre, le prin
ipe de la m�ethode est int�eressant, il est bas�e sur la m�ethodede la tangente d'Euler, que nous d�etaillerons dans le paragraphe 4.2.1 du
hapitre sur les m�ethodes num�eriques. Cette m�ethode est tr�es intuitivepuisqu'elle 
onsiste �a 
onstruire une solution appro
h�ee aÆne par mor-
eaux, en faisant un par
ours dans le 
hamp des tangentes, qui emprunte�a 
haque �etape un petit bout de la tangente au point o�u on est arriv�e aupas pr�e
�edent.Comme pr�e
�edemment En est un espa
e ve
toriel sur R de dimension�nie n.Th�eor�eme 2.2.2. | Soit 
 un ouvert de R � En et f une appli
ation
ontinue de 
 dans En. Par tout point de 
 il passe au moins une solutionmaximale de l'�equation :(13) dxdt = f(t; x)Les bouts de toute solution maximale sont dans la fronti�ere de 
 
onsid�er�e
omme sous-ensemble de R � En.D�emonstration. | Soit (t0; x0) 2 
, V un voisinage 
ompa
t, in
lus dans
, de 
e point. Posons : M = sup(t;x)2V jjf(t; x)jj:



24 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXChoisissons l0 > 0 de telle sorte que :[t0 � l0; t0 + l0℄� fx j jjx� x0jj �Ml0g � V:On notera I0 = [t0 � l0; t0 + l0℄ et B0 = fx j jjx � x0jj � Ml0g

t0 t0 + l0


Vx0 +Ml0x0x0 �Ml0
t0 � l0Fixons � > 0. f �etant uniform�ement 
ontinue sur V il existe � = l0=n >0 tel que :jt� t0j � � et jjx� x0jj �M� =) jjf(t; x)� f(t0; x0)jj � �:D�e�nissons la fon
tion  � sur [t0; t0 + �℄ par : �(t) = x0 + f(t0; x0)(t� t0)et posons : (t1; x1) = (t + �; x0 + f(t0; x0)�):Puis d�e�nissons la fon
tion  � sur [t0 + �; t0 + 2�℄ par : �(t) = x1 + f(t1; x1)(t� t1):On d�e�nit ainsi de pro
he en pro
he la fon
tion  � sur les intervalles[t0; t0 + �℄, [t0 + �; t0 + 2�℄, jusqu'�a [t0 + (n� 1)�; t0 + l0℄. Cette fon
tionest 
ontinue, aÆne par mor
eaux et son image est dans B0. Remarquonsque  �(t) � x0 est l'int�egrale entre t0 et t de la fon
tion en ess
alier qui



2.2. LA M�ETHODE DE CAUCHY 25vaut f(ti; xi) sur l'intervalle [ti; ti+1[. Mais si t 2 [ti; ti+1[ alors jt� tij � �et jj �(t)� xijj = jt� tij jjf(ti; xi)jj �M�;don
 jjf(ti; xi)� f(t;  �(t))jj � �;et par suite :  �(t) = x0 + Z tt0 f(u;  �(u))du+ � Z tt0 �(u)du;ave
 � 
ontinue et v�eri�ant jj�(u)jj � 1.D'autre part, la d�e�nition de  � montre que :jj �(t)�  �(t0)jj �M jt� t0j:La famille ( �)�>0 de fon
tions de C(I0; B0) est don
 �equi
ontinue. Onpeut en extraire une sous suite ( �k)k qui 
onverge uniform�ement versune fon
tion �, qui de 
e fait est 
ontinue. On a alors :��������x0 + Z tt0 f(u; �(u))du� �(t)�������� � ��������Z tt0 f(u; �(u))du� Z tt0 f(u;  �k(u)))du��������+��������x0 + Z tt0 f(u;  �k(u))du�  �k(t)��������+ jj �k(t)� �(t)jj:Le deuxi�eme membre de l'in�egalit�e peut être rendu aussi pro
he de 0qu'on le veut. Don
 �(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))du;
e qui montre que � est une solution. Le th�eor�eme 1.2.6 permet d'a
hever
ompl�etement la d�emonstration.Remarque : nous avons 
onstruit une solution � v�eri�ant �(t0) = x0,d�e�nie sur [t0 � l0; t0 + l0℄ et �a valeurs dans fx j jjx � x0jj � Ml0g. Unensemble de la forme [t0 � l0; t0 + l0℄� fx j jjx� x0jj �Ml0g est parfoisappel�e un 
ylindre de s�e
urit�e.Exemple 2.2.3. | Voi
i un exemple o�u il n'y a pas uni
it�e de la so-lution. Consid�erons l'�equation x0 = 3x2=3. Les fon
tions �(t) = 0 et�(t) = t3 sont deux solutions passant par le point (0; 0).



26 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXLa m�ethode de Cau
hy, qui s'appuie sur la m�ethode d'approximationd'Euler, quand les hypoth�eses suÆsantes sont r�ealis�ees, peut se terminerpar une preuve d'uni
it�e, fournissant ainsi une d�emonstration alternative
ompl�ete du th�eor�eme 2.1.3.D�emonstration. | Commen�
ons par une d�emonstration �a la main dontl'int�erêt est de montrer la for
e de la m�ethode des r�einje
tions. On sup-pose don
 que f v�eri�e la 
ondition de Lips
hitz par rapport �a x, uniformeen t : jjf(t; x)� f(t; x0)jj � kjjx� x0jj:Reprenons les notations de la d�emonstration pr�e
�edente :(14)  �(t) = x0 + Z tt0 f(u;  �(u))du+ � Z tt0 �(u)du;ave
 � 
ontinue et v�eri�ant jj�(u)jj � 1. Don
 : �(t) = x0 + Z tt0 f(u;  �(u))du+ �(t� t0)�(t);ave
 jj�(t)jj � 1. Par ailleurs on a 
onstruit dans la d�emonstrationpr�e
�edente une fon
tion � qui v�eri�e :(15) �(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))du:On a don
 en faisant jouer le 
ara
t�ere lips
hitzien de f , l' in�egalit�e :jj �(t)� �(t)jj � k Z tt0 jj �(u)� �(u)jjdu+ �l0;in�egalit�e qu'on va garder pr�esente �a l'esprit a�n de la r�eutiliser pour lepro
essus de r�einje
tion, et qui en premi�ere approximation nous donne :jj �(t)� �(t)jj � kjt� t0j jj � � �jj+ �l0:En reportant 
ette derni�ere estimation sous le signe d'int�egration dela premi�ere estimation :jj �(t)� �(t)jj � k2 jt� t0j22! jj � � �jj+ �l0(1 + kjt� t0j):



2.2. LA M�ETHODE DE CAUCHY 27On voit qu'en r�einje
tant 
ette in�egalit�e sous le signe d'int�egration puisen it�erant le pro
�ed�e on obtient :jj �(t)��(t)jj � kp jt� t0jpp! jj ���jj+�l0�1 + kjt� t0j+ k2 jt� t0j22! + � � �+kp�1 jt� t0jp�1(p� 1)! � :Maintenant en majorant jt � t0j par l0 (apr�es avoir �ni les r�einje
tions)on obtient pour tout entier p :jj �(t)� �(t)jj � (kl0)pp! jj � � �jj+ �l0ekl0 :En faisant tendre p vers +1 on obtient :jj �(t)� �(t)jj � �l0ekl0;
e qui prouve le r�esultat.Exemple 2.2.4 (Fon
tion exponentielle revisit�ee)Reprenons l'exemple 2.1.6 de l'�equation x0 = x ave
 la 
ondition ini-tiale x(0) = 1. Nous avons vu que la solution unique de 
ette �equationest x(t) = et. Consid�erons l'intervalle [0; t℄ que nous d�e
oupons en n in-tervalles de longueur t=n. En appliquant la m�ethode que nous venonsd'exposer, nous obtenons la fon
tion 
ontinue sur [0; t℄, aÆne sur 
ha
undes intervalles [kt=n; (k+1)t=n℄ ave
 pour 
oeÆ
ient dire
teur (1+t=n)k.La valeur de la fon
tion au point t est (1 + t=n)n. En faisant tendre nvers +1 on retrouve bien et.2.2.3. R�e
exion sur la m�ethode de Cau
hy. | Ainsi on peut direen 
on
lusion qu'on a donn�e deux appro
hes possibles pour obtenir lasolution du probl�eme de Cau
hy pour une �equation di��erentielle du typex0 = f(t; x) lorsque les hypoth�ese sur f sont suÆsantes. D'une part lam�ethode des approximations su

essives dont le su

�es est bas�e sur leth�eor�eme du point �xe. D'autre part, la m�ethode tr�es intuitive de Cau
hy,bas�ee sur la m�ethode d'approximation de la tangente d'Euler, dont lesu

�es est bas�e d'une part sur le th�eor�eme d'As
oli (pour l'existen
e) et denouveau une m�ethode de r�einje
tion d'approximations su

essives (pourl'uni
it�e), qui dans 
e 
as 
onduit au lemme de Gronwall que nous allonssp�e
i�er en le remettant dans le 
ontexte de la d�emonstration pr�e
�edente,
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ar il pourra nous servir en
ore. Pour bien 
omprendre l'int�erêt de 
elemme, reprenons les �equations (14) et (15). �(t) = x0 + Z tt0 f(u;  �(u))du+ � Z tt0 �(u)du;�(t) = x0 + Z tt0 f(u; �(u))du:Elles nous permettent d'�e
rire (supposons t � t0 l'autre 
as se faisant dela même fa�
on) :(16) jj �(t)� �(t)jj � k Z tt0 jj �(u)� �(u)jjdu+ �l0;Soit en posant w(t) = jj �(t)� �(t)jj (w(t) est alors une fon
tion � 0)(17) w(t) � k Z tt0 w(u)du+ �l0;Le lemme de Gronwall permet lorsqu'on a une in�egalit�e de 
e type de
on
lure. Nous le d�emontrerons dans un 
adre un peu plus g�en�eral, utile�a toute une gamme d'approximationsLemme 2.2.5 (Gronwall). | Soit f; g; h trois fon
tions r�eelles 
onti-nues, d'une variable r�eelle, d�e�nies sur l'intervalle [t0; a℄ et � 0 sur 
etintervalle. On suppose que pour t 2 [t0; a℄ :(18) f(t) � g(t) + Z tt0 h(u)f(u)du:Alors on a :(19) f(t) � g(t) + Z tt0 �g(v)h(v) exp�Z tv h(u)du��dv:D�emonstration. | On pose :y(t) = Z tt0 h(u)f(u)du:En multipliant les deux membres de l'in�egalit�e (18) donn�ee en hypoth�ese,on obtient l'in�egalit�e :(20) y0(t)� h(t)y(t) � g(t)h(t):



2.2. LA M�ETHODE DE CAUCHY 29La m�ethode de la variation de la 
onstante pour une �equationdi��erentielle lin�eaire du premier ordre nous sugg�ere d'introduire lafon
tion : z(t) = y(t) exp�� Z tt0 h(u)du� :En 
al
ulant la d�eriv�ee de z(t) et en utilisant l'in�egalit�e (20) on obtient :z0(t) � g(t)h(t) exp�� Z tt0 h(u)du� ;
e qui par int�egration des in�egalit�es et en tenant 
ompte du fait quey(t0) = z(t0) = 0 :z(t) � Z tt0 �g(v)h(v) exp�� Z vt0 h(u)du��dv:En revenant �a la d�e�nition de z(t) on obtient :y(t) � Z tt0 �g(v)h(v) exp�Z tv h(u)du�� dv:L'in�egalit�e annon
�ee en d�e
oule imm�ediatement.Le th�eor�eme de Gronwall se d�e
line sous plusieurs formes, en parti
ulierle 
orollaire suivant obtenu en prenant la fon
tion g(t) 
onstante estint�eressant :Corollaire 2.2.6. | Soit f; h deux fon
tions r�eelles 
ontinues, d'unevariable r�eelle, d�e�nies sur l'intervalle [t0; a℄ et � 0 sur 
et intervalle.Soit K � 0 une 
onstante. On suppose que pour t 2 [t0; a℄ :(21) f(t) � K + Z tt0 h(u)f(u)du:Alors on a :(22) f(t) � K exp�Z tt0 h(u)du� :D�emonstration. | Le Lemme de Gronwall 2.2.5, nous permet d'�e
rire :f(t) � K +K Z tt0 �h(v) exp�Z tv h(u)du�� dv:



30 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXLa partie sous le signe int�egrale est la d�eriv�ee de la fon
tion de v :� exp�Z tv h(u)du�:Don
 : f(t) � K +K �� exp�Z tv h(u)du��tt0 ;(o�u la partie entre les deux 
ro
hets est �a 
al
uler pour v = t et v = t0,
e qui donne : f(t) � K exp�Z tt0 h(u)du� :Remarque : Si on applique 
e 
orollaire �a l'in�egalit�ew(t) � k Z tt0 w(u)du+ �l0;on obtient : w(t) � �l0 exp(k(t� t0)):Ce
i peut se faire aussi pour t � t0, 
e qui nous donne :w(t) � �l0 exp(kjt� t0j);et en d�e�nitive : w(t) � �l0 exp(kl0):Dans le 
adre de la d�emonstration de l'uni
it�e d'une solution d'une�equation dif�erentielle, 
e
i s'exprime par :jj �(t)� �(t)jj � �l0 exp(kl0)
e qui redonne exa
tement l'in�egalit�e qu'on avait obtenue �a la main.2.3. Variation d'une int�egrale en fon
tions des donn�eesNous avons en fait plusieurs probl�emes di��erents :1. on fait varier la fon
tion f qu'on fait d�ependre d'un param�etre,
'est-�a-dire qu'on va �etudier une famille d'�equations di��erentiellesdu type x0 = f�(t; x) ;2. on fait varier la valeur x0 = �(t0) ;



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 313. 
omment se 
omportent des solutions appro
h�ees, lorsque les valeursinitiales di��erent.2.3.1. Famille �a un param�etre. | Nous allons 
onsid�erer une fa-mille d'�equations di��erentielles qui d�epend d'un param�etre (ve
toriel).Soit don
 U un ouvert de R � Rm � Rp et f(t; x; �) une fon
tion 
onti-nue de U dans Rm . Ainsi pour 
haque valeur de �, on a une �equationdi��erentielle : (E�) dxdt = f(t; x; �);o�u (t; x) 2 U� = f(�; �) j (�; �; �) 2 Ug. On va �xer quelques hypoth�esessuppl�ementaires a�n d'assurer l'uni
it�e pour une plage de valeurs � de lasolution �(t; �) de l'�equation (E�), passant par le point (t0; x0).Soit (t0; x0; �0) un point de U et V � U un voisinage 
ompa
t de(t0; x0; �0). On pose : M = sup(t;x;�)2V jjf(t; x; �)jj:Soit l0 > 0 et �0 tels que :W = [t0� l0; t0 + l0℄�fx j jjx� x0jj �Ml0g� f� j jj�� �0jj � �0g � V:Ave
 
es hypoth�eses, la m�ethode Cau
hy nous montre que pour tout �v�eri�ant jj���0jj � �0 il existe une solution �(t; �) d�e�nie pour t 2 [t0�l0; t0+ l0℄ et �a valeurs dans fx j jjx� x0jj �Ml0g telle que �(t0; �) = x0.Si en outre on suppose que f est uniform�ement lips
hitzienne en x surW , 
'est-�a-dire qu'il existe une 
onstante positive k telle que :jjf(t; x1; �)� f(t; x2; �)jj � kjjx1 � x2jj;pour tout 
ouple de points (t; x1; �), (t; x2; �) de W , alors on a aussiuni
it�e, pour tout �, de 
ette solution. On supposera d�esormais que toutes
es hypoth�eses, y 
ompris le 
ara
t�ere lips
hitzien, sont satisfaites.2.3.1.1. Continuit�e. |Th�eor�eme 2.3.1. | Si f est 
ontinue sur U et uniform�ement lips
hit-zienne en x sur W , la solution �(t; �) est 
ontinue sur [t0 � l0; t0 + l0℄�f� j jj�� �0jj � �0g.



32 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXD�emonstration. | Comme toujours on fera les d�emonstration en suppo-sant t � t0, l'autre 
as se faisant de la même fa�
on.Il nous faut �etudier : jj�(t1; �1)� �(t2; �2)jj:On peut majorer 
ette expression :jj�(t1; �1)� �(t2; �2)jj � jj�(t1; �1)� �(t2; �1)jj+ jj�(t2; �1)� �(t2; �2)jj:Or on a une majoration de la d�eriv�ee de � sur tout W :jj��(t; �)�t jj = jjf(t; �(t; �); �)jj �M;don
, grâ
e �a l'in�egalit�e des a

roissements �nis :jj�(t1; �1)� �(t2; �1)jj �M jt1 � t2j;
e qui donne une majoration uniforme en � de la premi�ere partie duse
ond membre de l'in�egalit�e.On sait par ailleurs que :1. la fon
tion f est uniform�ement 
ontinue sur le 
ompa
t W . En
ons�equen
e pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que jj�1 � �2jj � �implique :(23) jjf(t; x; �1)� f(t; x; �2)jj � �:2. la fon
tion f est uniform�ement lips
hitzienne en x :jjf(t; x1; �)� f(t; x2; �)jj � kjjx1 � x2jj:�E
rivons alors :jj��(t; �1)�t � ��(t; �2)�t jj = jjf(t; �(t; �1); �1)� f(t; �(t; �2); �2)jj �jjf(t; �(t; �1); �1)� f(t; �(t; �1); �2)jj+jjf(t; �(t; �1); �2)� f(t; �(t; �2); �2)jj� � + kjj�(t; �1)� �(t; �2)jjMais : �(t; �1)� �(t; �2) = Z tt0 ���(u; �1)�u � ��(u; �2)�u � du;



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 33don
 :jj�(t; �1)� �(t; �2)jj � �(t� t0) + k Z tt0 jj�(u; �1)� �(u; �2)jjdu:Le lemme de Gronwall appliqu�e �a la fon
tion :w(t) = jj�(t; �1)� �(t; �2)jj;qui v�eri�e : w(t) � �(t� t0) + k Z tt0 w(u)du;permet d'�e
rire : w(t) � �k �ekjt�t0j � 1� ;
e qui nous donne en d�e�nitive que pour jj�1 � �2jj � � on a :jj�(t1; �1)� �(t2; �2)jj �M jt1 � t2j+ �k �ekl0 � 1� :Ce
i montre la 
ontinuit�e 
her
h�ee.Si on impose en outre �a f de v�eri�er une 
ondition de Lips
hitz parrapport �a � on a le r�esultat suivant :Th�eor�eme 2.3.2. | Si f est 
ontinue sur U , uniform�ement lips
hit-zienne en x sur W et uniform�ement C-lips
hitzienne en � sur W , lasolution �(t; �) est 
ontinue sur [t0 � l0; t0 + l0℄�f� j jj�� �0jj � �0g etuniform�ement lips
hitzienne par rapport �a � sur 
e même 
ompa
t. Pluspr�e
is�ement pour tout (t; �) 2 [t0 � l0; t0 + l0℄ � f� j jj�� �0jj � �0g ona l'in�egalit�e de Lips
hitz :jj�(t; �1)� �(t; �2)jj � Cjj�1 � �2jjk �ekl0 � 1� :D�emonstration. | Dans la d�emonstration pr�e
�edente, on rempla
el'in�egalit�e (23) par la suivante :jjf(t; x; �1)� f(t; x; �2)jj � Cjj�1 � �2jj:Cela revient �a rempla
er � par Cjj�1��2jj dans les 
al
uls ult�erieurs. Onarrive don
 �a :jj�(t; �1)� �(t; �2)jj � Cjj�1 � �2jjk �ekl0 � 1� ;
e qui donne le r�esultat.



34 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXOn peut utiliser la th�eorie que nous venons de faire sur une famillede fon
tions �a un param�etre pour regarder 
e qu'il se passe dans le 
asde deux fon
tions pro
hes. Supposons que nous ayons �a r�esoudre une�equation di��erentielle x0 = u(t; x) ave
 la 
ondition initiale x(0) = t0.Supposons maintenant que nous disposion d'une fon
tion v pro
he de u etque nous r�esolvions �a la pla
e de l'�equation donn�ee, l'�equation x0 = v(t; u)ave
 la même 
ondition initiale x(0) = t0. Le probl�eme est alors de savoirdans quelle mesure la solution de 
ette derni�ere �eqution est pro
he de
elle de l'�equation donn�ee.Pr�e
isons les donn�ees du probl�eme. Soit 
 un ouvert de R � Rm , u etv deux fon
tions 
ontinues sur 
 et (t0; x0) un point de 
. Soit V1 unvoisinage 
ompa
t de (t0; x0) in
lus dans 
. PosonsM = max sup(t;x)2V1 u(t; x); sup(t;x)2V1 v(t; x)! :Soit alors l0 > 0 tel que le 
ompa
t :W1 = [t0 � l0; t0 + l0℄� fx j jjx� x0jj �Ml0g � V1:Consid�erons la fon
tion f d�e�nie sur U = 
� R par :f(t; x; �) = �v(t; x) + (1� �)u(t; x):On a alors 
omme 
ons�equen
e du th�eor�eme 2.3.2 :Th�eor�eme 2.3.3. | Si u et v sont 
ontinues sur 
, uniform�ement k-lips
hitzienne en x sur W1 l'�equation x0 = f(t; x; �) a pour tout � 2[0; 1℄ une solution unique �(t; �) v�eri�ant �(t0; �) = x0, 
ette solution est
ontinue sur [t0 � l0; t0 + l0℄ � [0; 1℄ et uniform�ement lips
hitzienne parrapport �a � sur 
e même 
ompa
t. Plus pr�e
is�ement pour tout (t; �) 2[t0 � l0; t0 + l0℄� [0; 1℄ on a l'in�egalit�e de Lips
hitz :jj�(t; �1)� �(t; �2)jj � j�1 � �2j sup(t;x)2W1 jju(t; x)� v(t; x)jj1k �ekl0 � 1� :En parti
ulier :jj�(t; 0)� �(t; 1)jj � sup(t;x)2W1 jju(t; x)� v(t; x)jj1k �ekl0 � 1� :



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 35D�emonstration. | D�e�nissons U = 
 � R et W = W1 � [0; 1℄. On re-trouve ainsi les notations du th�eor�eme 2.3.2. On v�eri�e fa
ilement grâ
e �ala forme de la fon
tion f(t; x; �) et aux hypoth�eses sur u et v que les hy-poth�eses de 
e th�eor�eme sont v�eri��es. La fon
tion f(t; x; �) est 
ontinuesur U . De plus sur W on a :jjf(t; x1; �)�f(t; x2; �)jj � �jjv(t; x1)�v(t; x2jj+(1��)jju(t; x1)�u(t; x2jjjjf(t; x1; �)� f(t; x2; �)jj � kjjx1 � x2jj;
e qui prouve que f est uniform�ement lips
hitzienne en x sur W . On aaussi : jjf(t; x; �1)� f(t; x; �2)jj � j�1 � �2jjju(t; x)� v(t; x)jj� j�1 � �2j sup(t;x)2W1 jju(t; x)� v(t; x)jj;
e qui prouve que f est uniform�ement lips
hitzienne en � sur W . L'ap-pli
ation du th�eor�eme 2.3.2 donne les 
on
lusions attendues ave
 C =sup(t;x)2W1 jju(t; x)� v(t; x)jj.Exemple 2.3.4. | Prenons l'exemple de l'�equation x0 = sin(tx) ave
la 
ondition initiale x(0) = 0:1. Ainsi on a u(t; x) = sin(tx), fon
tionque nous appro
hons par v(t; x) = tx. Nous �etudierons les solutions � et des �equations x0 = sin(tx) et x0 = tx pour t 2 [�l0; l0℄ o�u l0 = 1=2.Prenons 
omme voisinage 
ompa
t initial V1 = [�1=2; 1=2℄ � [(2=3) �0:1; (4=3)� 0:1℄. On a alors M = (2=3)� 0:1 et Ml0 = (1=3)� 0:1. De 
efait on peut prendre W1 = V1. On trouve imm�ediatement que k = 1=2 etque :C = sup(t;x)2W1 ju(t; x)� v(t; x)j � sup(t;x)2W1 � jtxj36 � = 16 �23 � 0:1�3 :On en 
on
lut que :supt2[� 12 ; 12 ℄ j�(t)�  (t)j � 16 �23 � 0:1�3 � 2� (e 14 � 1);supt2[� 12 ; 12 ℄ j�(t)� 0:1 e t22 j � 2:80� 10�5:



36 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUX2.3.1.2. D�erivabilit�e. | Nous reprenons les notations du paragraphepr�e
�edent ainsi que les hypoth�eses qui assurent l'existen
e et la 
onti-nuit�e des solutions. On �etudie don
 de nouveau, mais 
ette fois-
i dupoint de vue de la d�erivabilit�e, la famille d'�equations di��erentielles :(E�) dxdt = f(t; x; �):Bien entendu, nous serons amen�es �a rajouter, par rapport au paragraphepr�e
�edent, des hypoth�eses.Dans un premier temps nous allons supposer que � 2 R, 
'est-�a-direque p = 1.Introduisons l'�equation di��erentielle (E 0�), dite �equation di��erentiellelin�earis�ee de l'�equation (E�). Pour 
ela �e
rivons l'�equation (E�) sous laforme d'un syst�eme d�evelopp�e :
(E�) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dx1dt = f1(t; x1 � � �xm; �)dx2dt = f2(t; x1 � � �xm; �)� � � = � � �dxmdt = fm(t; x1 � � �xm; �):Notons �(t; �) la solution de (E�) telle que �(t0; �) = x0. Consid�eronsle syst�eme :
(E 0�) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

dv1dt = g1(t; v1 � � �vm; �)dv2dt = g2(t; v1 � � �vm; �)� � � = � � �dvmdt = gm(t; v1 � � �vm; �);o�u : gi(t; v1 � � � vm; �) = mXj=1 �fi�xj (t; �(t; �); �)vj + �fi�� (t; �(t; �); �);qu'on notera de mani�ere ve
torielle plus 
ompa
te :



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 37g(t; v; �) = mXj=1 �f�xj (t; �(t; �); �)vj + �f�� (t; �(t; �); �):Ce syst�eme est lin�eaire.On a alors le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.3.5. | On suppose toutes les fon
tions fi (1 � i � m)
ontinues sur U , 
'est-�a-dire f 
ontinue sur U . On suppose aussi quetoutes les d�eriv�ees partielles�fi�xj ; ainsi que �fi��existent et sont 
ontinues sur U . Alors, �(t; �) est de 
lasse C1 sur[t0 � l0; t0 + l0℄� f� j jj�� �0jj � �0g;et les d�eriv�ees partielles se
ondes suivantes existent et sont 
ontinues et�egales : ��� ���t = ��t ����:De plus, la d�eriv�ee partielle : ���� (t; �)est la solution de l'�equation lin�earis�ee (E 0�) ave
 la 
ondition initiale����(t0; �) = 0.D�emonstration. | Fixons une valeur de �1 de � Dans 
es 
onditionl'�equation (le syst�eme d'�equations) E 0�1 admet une solution unique u(t),telle que u(t0) = 0. Nous allons montrer qu'en fait :u(t) = ����(t; �1):Posons : �(t) = �(t; �)� �(t; �1)� (�� �1)u(t):On remarque tout de suite que �(t0) = 0. On a en d�erivant :�0(t) = f(t; �(t; �); �)� f(t; �(t; �1); �1)�(�� �1) mXj=0 �f�xj (t; �(t; �1); �1)uj(t) + �f�� (t; �(t; �1); �1)! :



38 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXAppliquons le th�eor�eme des a

roissements �nis �a f(t; �(t; �); �) �f(t; �(t; �1); �1) :f(t; �(t; �); �)� f(t; �(t; �1); �1) =  mXj=0 �f�xj (t; 
; �)(�j(t; �)� �j(t; �1))!+(�� �1)�f�� (t; 
; �);o�u (t; 
; �) est un point du segment qui joint le point (t; �(t; �); �) aupoint (t; �(t; �1); �1).On peut �e
rire 
ette �equation de la fa�
on suivante :f(t; �(t; �); �)� f(t; �(t; �1); �1) = mXj=0 �f�xj (t; �(t; �1); �1)(�j(t; �)� �j(t; �1))!+(�� �1)�f��(t; �(t; �1); �1) + r1 + r2;o�u :r1 = mXj=0 � �f�xj (t; 
; �)� �f�xj (t; �(t; �1); �1)� (�j(t; �)� �j(t; �1))et : r2 = (�� �1)��f��(t; 
; �)� �f�� (t; �(t; �1); �1)� :En reportant 
ette valeur dans l'�equation qui donne �0(t) on obtient :�0(t) = mXj=0 �f�xj (t; �(t; �1); �1)�j(t) + r1 + r2:Mais � est uniform�ement lips
hitzienne par rapport �a � (voir para-graphe pr�e
�edent) jj�(t; �)� �(t; �1)jj � Cj�� �1j;et de plus les d�eriv�ees partielles intervenant dans les expressions de r1et r2 sont 
ontinues. Don
 pour tout � > 0, il existe un Æ > 0 tel que sij�� �1j � �, jjr1jj � C�j�� �1j;jjr2jj � �j�� �1j:



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 39On en d�eduit que : jjr1 + r2jj � (C + 1)�j�� �1j:On obtient don
 :jj�(t)jj � K Z tt0 jj�(�)jjd� + (C + 1)�j�� �1j(t� t0);
e qui d'apr�es le lemme de Gronwall donne (on le fait 
omme d'habitudepour t � t0, l'autre sens se faisant de la même fa�
on) :jj�(t)jj � (C + 1)�j�� �1jK (ekl0 � 1):Ce
i montre que :jj�(t)jj = jj�(t; �)� �(t; �1)� (�� �1)u(t)jj = o(j�� �1j);et prouve que la fon
tion �(t; �) est d�erivable au point �1 (qu'on a 
hoisiquel
onque) par rapport �a � ave
 pour d�eriv�ee u(t) :���� (t; �1) = u(t):En 
on
lusion :1. la d�eriv�ee partielle ���t (t; �)existe et est 
ontinue, puisque �(t; �) est solution de la famille �a unparam�etre de syst�emes : dxdt f(t; x; �);qui par hypoth�ese v�eri�e toutes les 
onditions pour qu'il en soitainsi. On a bien entendu :���t (t; �) = f(t; �(t; �); �:2. la d�eriv�ee partielle ���� (t; �)existe, 
'est 
e qu'on vient de montrer, et en outre 
'est la solutionsoumise �a la 
ondition initiale : valeur 0 au point t0, du syst�eme



40 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXdi��erentiel E 0�. Si on observe la famille �a un param�etre de syst�emesE 0�, on voit que les 
onditions pour aÆrmer la 
ontinuit�e de la so-lution ����(t; �) sont r�ealis�ees.3. on 
on
lut que la fon
tion �(t; �) est de 
lasse C1.4. de plus, puisque : ���� (t; �)est solution de E 0�, on peut �e
rire su

essivement :��t ����(t; �) = mXj=1 �f�xj (t; �(t; �); �)����(t; �) + �f��(t; �(t; �); �);��t ���� (t; �) = ��� [f(t; �(t; �); �)℄(t; �);��t ���� (t; �) = ��� ���t (t; �):En outre, la premi�ere �egalit�e montre que 
es deux d�eriv�ees partielles�egales, sont 
ontinues.Attention, il faut distinguer :�f�� (t; �(t; �); �)qui est la valeur de la d�eriv�ee partielle par rapport �a la troisi�eme variablede la fon
tion de 3 variables f(t; x; �) prise au point (t; �(t; �); �) de��� [f(t; �(t; �); �)℄(t; �)qui est la valeur de la d�eriv�ee partielle par rapport �a la deuxi�eme variablede la fon
tion 
ompos�ee, de deux variables f(t; �(t; �); �), prise au point(t; �).Le r�esultat se g�en�eralise fa
ilement au 
as o�u p > 1. Il suÆt de �xertoutes les 
omposantes de � = (�1; � � � ; �p) sauf une, pour avoir le r�esultatpar rapport �a 
haque �k.On laissera au le
teur le soin de d�emontrer par r�e
urren
e sur q leth�eor�eme qui traite le 
as de la d�erivation qe.



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 41Th�eor�eme 2.3.6. | On suppose toutes les fon
tions fi (1 � i � m)
ontinues sur U , 
'est-�a-dire f 
ontinue sur U . On suppose aussi quetoutes les d�eriv�ees partielles�fi�xj ; ainsi que �fi��existent et sont de 
lasse Cq�1 sur U . Alors, �(t; �) est de 
lasse Cq sur[t0 � l0; t0 + l0℄� f� j jj�� �0jj � �0g:2.3.2. D�ependan
e par rapport �a la valeur initiale. | Cette fois-
i on veut voir 
omment se 
omporte la solution lorsque on modi�e la
ondition initiale. On part de l'�equation x0 = f(t; x) et on note �(t; �) lasolution v�eri�ant �(t0; �) = �. Posons  (t; �) = �(t; �) � � + x0. Ainsion a pour tout �,  (t0; �) = x0. On peut �e
rire en d�erivant par rapport�a t :  0(t; �) = �0(t; �) = f(t;  (t; �) + �� x0):Si on d�e�nit F (t; x; �) = f(t; x+ �� x0) on a alors 0(t; �) = F (t;  (t; �); �):On est don
 ramen�e �a l'�etude d'une famille d'�equation di��erentiellesd�ependant d'un param�etre �. Remarquons quelLes hypoth�eses der�egularit�e faites sur la fon
tion f , 
ompte tenu de la fa�
on dont estd�e�nie F , se transportent sur 
ette derni�ere fon
tion. On peut 
on
lureque  (t; �) est de 
lasse Cq o�u la valeur de q � 0 d�epend des hypoth�esesfaites sur f .2.3.3. Comparaison de solutions appro
h�ees. | Nous allons
onsid�erer deux solutions appro
h�ees pour une �equation di��erentielle,sur un même intervalle I, par exemple qui pourraient être obtenues parla m�ethode d'Euler, ave
 des 
onditions initiales qui pourraient di��erer.Soit f(t; x) une fon
tion d'un ouvert 
 de R � E dans E, 
ontinue dans
 et uniform�ement lips
hitzienne par rapport �a x 
'est �a dire que pourtout t; x1; x2 tels que (t; x1) 2 
 et (t; x2) 2 
 on ait :jjf(t; x1)� f(t; x2)jj � kjjx1 � x2jj:



42 CHAPITRE 2. LES TH�EOR�EMES G�EN�ERAUXSoient don
 u1(t) et u2(t) deux fon
tions, solutions appro
h�ees, d�e�nieset 
ontinues sur I de 
lasse C1 par mor
eaux et v�eri�ant :jju01(t)� f(t; u1(t))jj � �1;jju02(t)� f(t; u2(t))jj � �2;sauf aux points de dis
ontinuit�e des d�eriv�ees, et aussi :jju1(t0)� u2(t0)jj � Æ:Alors pour tout t 2 I on a :jju1(t)� u2(t)jj � Æekjt�t0j + �1 + �2k �ekjt�t0j � 1� :D�emonstration. | On tire des in�egalit�es de d�epart et des in�egalit�es tri-angulaires :jju01(t)� u02(t)� f(t; u1(t)) + f(t; u2(t))jj � �1 + �2;jju01(t)� u02(t)jj � jjf(t; u1(t))� f(t; u2(t))jj+ �1 + �2:Puis en utilisant la 
ondition de Lips
hitz :jju02(t)� u01(t)jj � kjju2(t)� u1(t)jj+ �1 + �2:Mais : u2(t)� u1(t)� (u2(t0)� u1(t0)) = Z tt0 (u02(s)� u01(s))ds;don
 :jju2(t)�u1(t)jj � jju2(t0)�u1(t0)jj+k Z tt0 jju2(s)�u1(s)jjds+(�1+�2)jt�t0j:En posant : w(t) = jju1(t)� u2(t)jj;on obtient : w(t) � w(t0) + (�1 + �2)jt� t0j+ k Z tt0 w(s)ds:Le lemme de Gronwall permet de 
on
lure.



2.3. VARIATION D'UNE INT�EGRALE EN FONCTIONS DES DONN�EES 432.3.4. Un exemple. | On va �etudier les solutions de la familled'�equation : dxdt = �x2;qui prend la valeur 1 pour t = 0. On 
her
hera 
e qu'il se passe sur :W = [0; 1℄� [1; 2℄� [1=4; 1=2℄:Pour tout � 2 [1=4; 1=2℄ on a une solution unique :�(t; �) = 11� �t:L'�equation lin�earis�ee est :dvdt = 2�v1� �t + 1(1� �t)2 :On 
ommen
e par r�esoudre 
ette derni�ere �equation sans se
ond membre :dvdt = 2�v1� �t;
e qui donne : v(t; �) = C(1� �t)2 :On applique alors la m�ethode de la variation de la 
onstante pourr�esoudre l'�equation 
ompl�ete, en posant :v(t; �) = C(t)(1� �t)2 :D'o�u : C 0(t) = 1;
e qui donne, ave
 la 
ondition v(0; �) = 0,C(t) = t:En 
on
lusion on a : v(t; �) = t(1� �t)2 ;et on 
onstate que 
'est bien la d�eriv�ee par rapport �a � de �(t; �) :��� [ 11� �t ℄ = t(1� �t)2 :





CHAPITRE 3LES �EQUATIONS LIN�EAIRES
3.1. Introdu
tionReprenons la formulation g�en�erale du probl�eme des �equationsdi��erentielles en parti
ularisant les hypoth�eses de mani�ere adapt�eeau 
as lin�eaire. Soit n un entier � 1. Soit I un intervalle de R. Soit
 = I � Rn, o�u I est un intervalle de R. Soit f une fon
tion d�e�niesur 
 par f : (t; x) 7! f(t; x), qui pour tout t 2 I est telle que lafon
tion ft : x 7! f(t; x) soit une fon
tion lin�eaire de Rn dans lui-même.Ainsi 
ette fon
tion f peut être d�e
rite par une matri
e 
arr�ee A(t) detaille n � n �a 
oeÆ
ients fon
tions de t. On dit alors que l'�equationdi��erentielle :(24) dxdt = A(t):xest lin�eaire sans se
ond membre. Si plus g�en�eralement on a une �equationdu type :(25) dxdt = A(t):x +B(t)on dit qu'on a une �equation lin�eaire ave
 se
ond membre, le se
ondmembre �etant B(t).Remarquons qu'entrent dans 
e 
adre les �equations lin�eaires r�eellesd'ordre n, que nous allons d�e
rire maintenant.Notons D l'op�erateur de d�erivation. Les puissan
es su

essives de Dsont �a interpr�eter en terme de 
omposition des op�erateur. La d�erivationse
onde sera not�ee D2, et ainsi de suite. D0 est l'identit�e qui transforme



46 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRESune fon
tion en elle-même. Soit P (t)(X) un polynôme en X, �a 
oeÆ
ientsfon
tions r�eelles d'une variable r�eelle t :P (t)(X) = an(t)Xn + an�1(t)Xn�1 + � � �+ a1(t)X + a0(t):Quitte �a tout diviser par an(t), on supposera dans la suite an(t) = 1. Bienentendu les z�eros de an(t) (point singuliers) vont jouer un rôle importantpuisque an(t) se retrouve en d�enominateur. Consid�erons l'�equation :(26) P (t)(D)(x) = 0:R�esoudre 
ette �equation 
onsiste �a trouver les fon
tions � d�e�nies sur unintervalle de R �a valeurs dans R, telles que :P (t)(D)(�)(t) = 0pour tout t de I, 
'est-�a-dire en
ore :�(n)(t) + an�1(t)�(n�1)(t) + � � �+ a1(t)�0(t) + a0(t)�(t) = 0:Posons : u1 = x; u2 = x0; u3 = x(2); � � � ; un = x(n�1);et u le ve
teur ayant u1; u2; � � �un pour 
omposantes. L'�equation (26) est�equivalente au syst�eme lin�eaire :u0 = A(t):u;o�u A(t) = 0BBBBBBB�
0 1 0 � � � 00 0 1 � � � 00 0 0 � � � 0... ... � � � ... ...0 0 0 � � � 1�a0(t) �a1(t) �a2(t) � � � �an�1(t)

1CCCCCCCAPrenons l'exemple simple de l'�equation d'un 
ir
uit �ele
trique RLC,Ld2qdt2 +Rdqdt + 1C q = 0:Si on note : i = dqdt



3.2. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS CONSTANTS 47alors on a le syst�eme : 8><>: dqdt = ididt = �RLi� 1LC q:Autrement dit, en posant : x = � qi � ;on obtient : dxdt = Ax;ave
 : A = � 0 1� 1LC �RL � :Dans 
et exemple les 
oeÆ
ients de la matri
e A sont des 
onstantes.On dit que le syst�eme est �a 
oeÆ
ients 
onstant. L'�equation qu'on vientd'�e
rire est une �equation lin�eaire �a 
oeÆ
ients 
onstants, sans se
ondmembre. Si dans le 
ir
uit on a un �el�ement a
tif (g�en�erateur) qui fournitune tension e(t), alors l'�equation s'�e
rit :e(t) = Ld2qdt2 +Rdqdt + 1C q;
e qui sur le syst�eme s'interpr�ete par :dxdt = Ax + E(t);o�u : E(t) = � 0e(t)L � :3.2. Les �equations lin�eaires �a 
oeÆ
ients 
onstants3.2.1. Les �equations sans se
ond membres. | Nous �etudions les�equations du type :(27) dxdt = f(x) = Ax;o�u f est une appli
ation lin�eaire de Rm dans lui-même, repr�esent�ee dansune base par la matri
e 
arr�ee A d'ordre m. Les th�eor�eme g�en�eraux nous



48 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRESindiquent que pour tout x0 2 Rm il existe une solution maximale et uneseule �(t; x0) telle que �(0; x0) = x0. Cette solution est d�e�nie sur toutR.Remarquons aussi que si �(t; x0) et �(t; y0) sont solutions de l'�equation(27) alors : ��(t; x0) + ��(t; y0) = �(t; �x0 + �y0);est don
 aussi solution de (27). Ce
i prouve que l'ensemble S des solutionsg�en�erales de (27) est un sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e ve
toriel desfon
tions de R dans Rm .Soit s l'appli
ation de Rm dans S, qui �a tout ve
teur x0 de Rm fait
orrespondre la solution �(t; x0) qui prend la valeur x0 au point t = 0.Cette appli
ation est d'apr�es 
e que nous venons de voir une appli
ationlin�eaire bije
tive. On peut don
 �enon
er le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 3.2.1. | L'ensemble S des solutions g�en�erales de (27) estun sous-espa
e ve
toriel de dimension m de l'espa
e ve
toriel des fon
-tions de R dans Rm .Th�eor�eme 3.2.2. | La solution g�en�erale de l'�equationdxdt = Ax;s'exprime sous la forme : �(t) = etAV;o�u V est le ve
teur, valeur initiale de � au point 0.D�emonstration. | Il suÆt de se rappeler que :etAV =  1Xk=0 tkAkk! !V;et la s�erie du se
ond membre est absolument 
onvergente, ainsi que las�erie obtenue en d�erivant terme �a terme. La d�eriv�ee s'obtient don
 end�erivant terme �a terme, 
'est-�a-dire que :ddt �etAV � = A: �etAV � ;
e qui prouve que les fon
tions :�(t) = eAtV



3.2. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS CONSTANTS 49sont solutions. Comme 
es fon
tions forment (lorsqu'on fait varier le ve
-teur initial V ) un sous-espa
e ve
toriel de dimension m, on a ainsi toutesles solutions.Remarquons que si on se donne le ve
teur initial V au point t = t0alors la solution s'exprime sous la forme :�(t) = e(t�t0)AV:Trouver la solution g�en�erale de l'�equation sans se
ond membre �a 
oef-�
ients 
onstants revient don
 �a 
al
uler l'exponentielle etA3.2.1.1. Si la matri
e A est diagonalisable. | Cher
hons la solution x(t)de l'�equation x0 = Axqui vaut V pour t = 0.Nous sommes dans le 
as o�uA est diagonalisable. Notons �1; �2; � � � ; �mles valeurs propres de A, �eventuellement 
omplexes. Notons � la matri
ediag(�1; �2; � � � ; �m), et P la matri
e de passage :� = P�1AP:Introduisons X = P�1x. Nous 
her
hons �a r�esoudre :PX 0 = APX;
'est-�a-dire : X 0 = P�1APX = �X;ave
 
omme valeur initiale P�1V , pour X. On est don
 maintenant ra-men�e �a 
her
her l'exponentielle de t�, 
e qui est tr�es simple :S(t) = et� = diag(e�1t; e�2t � � � ; e�mt):On obtient don
 : X(t) = S(t)P�1V;ou en
ore : x(t) = PS(t)P�1V:



50 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES3.2.1.2. Dans le 
as g�en�eral. | Si la matri
e A n'est pas diagonalisableelle se met sous la forme :
J = 0BBBBBBBBBB�

J1 0 0 � � � 00 J2 0 � � � 0... ... ... ...0 0 0 � � � Jr
1CCCCCCCCCCAo�u les Jr sont soit des blo
ks diagonaux, soit des blo
s de Jordan. Commepr�e
�edemment, si on note P la matri
e de passage on obtient de lamêmefa�
on : x(t) = PS(t)P�1V;o�u : S(t) = etJ :Le probl�eme est don
 maintenant de 
al
uler etJ . Compte tenu de laforme de la matri
e J :

etJ = 0BBBBBBBBBB�
etJ1 0 0 � � � 00 etJ2 0 � � � 0... ... ... ...0 0 0 � � � etJr

1CCCCCCCCCCA :
Comme on sait fa
ilement 
al
uler etJk si Jk est un blo
 diagonal, il reste�a 
al
uler etJk lorsque Jk est un blo
 de Jordan de taille mk :Jk = 0BBBBBB� �k 1 0 � � � 00 �k 1 � � � 0... ... . . . . . . ...0 0 0 . . . 10 0 0 � � � �k

1CCCCCCA :



3.2. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS CONSTANTS 51On a don
 : Jk = �kI +N;ave
 : N = 0BBBBBB� 0 1 0 � � � 00 0 1 � � � 0... ... . . . . . . ...0 0 0 . . . 10 0 0 � � � 0
1CCCCCCA :Comme la matri
e N 
ommute ave
 l'identit�e I on peut �e
rire :etJk = e�ktI+tN = e�ktIetN ;etJk = e�ktIetN = e�ktetN :Mais le 
al
ul des puissan
es su

essives de N nous montre que :etN = 0BBBBBB� 1 t t2=2! � � � tmk�1=(mk � 1)!0 1 t � � � tmk�2=(mk � 2)!... ... . . . . . . ...0 0 0 . . . t0 0 0 � � � 1

1CCCCCCA :Remarque : Dans tous les 
as, les 
olonnes de la matri
e etA donnentune base de l'espa
e des solutions.3.2.1.3. Exemples. |Exemple 1 : R�esoudre le syst�eme : x0 = Ax ave
A = 0� 1 1 12 1 �1�3 2 4 1A :On jordanise la matri
e A initiale et on obtient :T = 0�2 1 00 2 10 0 21A ;



52 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRESave
 pour matri
e de passage :P = 0� 0 �1 1�1 2 01 �3 01Aet P�1 = 0�0 �3 �20 �1 �11 �1 �11A :Si on fait le 
hangement de variables X = PU on a alors �a r�esoudrePU 0 = APU , ou en
ore U 0 = P�1APU , 
'est-�a-dire U 0 = TU . On aalors : U = etTU0o�u U0 = P�1X0 ave
 X0 valeur initiale de X. Il faut don
 
al
uler etT .On trouve : etT = e2t0�1 t t2=20 1 t0 0 1 1A :On obtient alors : U = etTU0;puis X = PU = PetTP�1X0:En parti
ulier les trois 
olonnes de PetTP�1 sont des solutions parti-
uli�eres et toute solution est 
ombinaison lin�eaire de 
es trois solutions.On trouve :PetTP�1 = e2t0� 1� t t t2t� t2=2 1� t+ t2=2 �t + t2=2�3t + t2=2 2t� t2=2 1 + 2t� t2=21A :Exemple 2 : Reprenons l'�equation du 
ir
uit RLC :Ld2qdt2 +Rdqdt + 1C q = 0:En notant i la d�eriv�ee de q, i = dqdt



3.2. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS CONSTANTS 53on aboutit au syst�eme :8><>: dqdt = ididt = �RLi� 1LC q;qui s'�e
rit sous forme matri
ielle :dxdt = � 0 1� 1LC �RL � x = Ax:Le polynôme 
ara
t�eristique de la matri
e A est :det(�I � A) = �2 + RL�+ 1LC ;dont le dis
riminant est : R2L2 �1� 4LR2C� :On a don
 3 
as �a examiner :1. le dis
riminant est nul, on a alors une ra
ine double� = � R2L:Dans 
e 
as : q = e�t(at+ b);i = e�t(�at + �b+ a):Si par exemple on a �a l'instant initial t = 0, q = q0 (le 
ondensateura pour 
harge q0) et i = 0 alors :q = q0e�t(1� �t);i = ��2q0e�t:2. le dis
riminant est > 0, alors on a deux ra
ines r�eelles n�egatives �1et �2. Dans 
e 
as on a :q = ae�1t + be�2t;i = �1ae�1t + �2be�2t:



54 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES3. le dis
riminant est < 0, et don
 on a deux valeurs propres 
omplexes
onjugu�ees �1 = � + i!, �2 = �� i!. Dans 
e 
as on a :q = e�t(a 
os(!t) + b sin(!t));i = e�t((�a+ b) 
os(!t) + (�b� a) sin(!t)):3.2.2. �Equations lin�eaires �a 
oeÆ
ients 
onstants ave
 se
ondmembre. | On �etudie maintenant le syst�eme :dxdt = Ax+B(t);o�u B(t) est une fon
tion 
ontinue. La fon
tion f(t; x) = Ax + B(t) estdon
 
ontinue, uniform�ement lips
hitzienne par rapport �a x. On est don
dans le 
as d'existen
e et d'uni
it�e d'une solution maximale pour 
haquevaleur initiale.Si on a deux solutions de 
ette �equation, leur di��eren
e est une solutionde l'�equation sans se
ond membredxdt = Ax:Th�eor�eme 3.2.3. | La solution g�en�erale de l'�equation ave
 se
ondmembre s'obtient en ajoutant �a une solution parti
uli�ere de l'�equationave
 se
ond membre, la solution g�en�erale de l'�equation sans se
ondmembre.Le tout est de trouver une solution parti
uli�ere de l'�equation ave
se
ond membre. Pour 
e
i on applique la m�ethode de variation de la
onstantes. On a vu que la solution g�en�erale de l'�equation sans se
ondmembre s'�e
rit : etAV:On va 
her
her une solution parti
uli�ere de l'�equation 
ompl�ete sous laforme : �(t) = etAV (t):On a don
 (A 
ommute ave
 etA) :�0(t) = AetAV (t) + etAV 0(t) = AetAV (t) +B(t);
e qui donne : etAV 0(t) = B(t):



3.2. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS CONSTANTS 55On en d�eduit : V 0(t) = e�tAB(t);et don
 (n'oublions pas que nous 
her
hons une solution parti
uli�ere quel-
onque) : V (t) = Z tt0 e�uAB(u)du;si bien que : �(t) = etA Z tt0 e�uAB(u)du;soit en
ore : �(t) = Z tt0 e(t�u)AB(u)du:La solution g�en�erale de l'�equation 
ompl�ete s'�e
rit : (t) = Z tt0 e(t�u)AB(u)du+ etAV;
e qui fait que si on 
her
he la solution qui vaut x0 pour t = t0 on obtient : (t) = Z tt0 e(t�u)AB(u)du+ e(t�t0)Ax0:3.2.3. Le 
as d'une �equation d'ordre n. | Revenons i
i sur les�equations du type :�(n)(t) + an�1�(n�1)(t) + � � �+ a1�0(t) + a0�(t) = 0:Nous avons vu que 
e type d'�equations se ram�ene �a un syst�emedi��erentiel. Don
 on peut appliquer la th�eorie g�en�erale que nous venonsde d�evelopper. Cependant dans 
e 
as, la forme de la solution g�en�eraleest suÆsamment simple pour être d�e
rite. Si on poseP (X) = Xn + nXk=1 an�kXn�k;alors P (�) est le polynôme 
ara
t�eristique de la matri
e A du syst�eme.Nous laissons au le
teur le soin de d�emontrer les deux r�esultats suivants :Th�eor�eme 3.2.4. | L'ensemble des solutions �(t) est un sous-espa
eve
toriel de dimension n de l'espa
e ve
toriel des fon
tions de R dans R.



56 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRESTh�eor�eme 3.2.5. | Soient �1; �2; � � � ; �s les ra
ines distin
tes deP (�) (
'est-�a-dire les valeurs propres de la matri
e A du syst�eme), ave
les multipli
it�es respe
tives m1; m2 � � � ; ms (m1 + m2 + � � � + ms = n).On obtient une base de l'espa
e des solutions en prenant pour tout i(1 � i � mi) les fon
tions :e�it; te�it; t2e�it; � � � ; tmi�1e�it:Autrement dit la solution g�en�erale s'�e
rit :sXi=1 mi�1X�=0 �i;�t�e�it:Dans le 
as o�u il n'y a pas de ra
ines multiples, le r�esultat se simpli�een : nXi=1 �ie�it:Remarque : En 
e qui 
on
erne les ra
ines 
omplexes, elles se regroupentdeux par deux, �a savoir une ra
ine et la ra
ine 
onjugu�ee, pour donnerdes fon
tions sin et 
os.3.3. Les �equations lin�eaires �a 
oeÆ
ients variablesToute une partie de l'�etude, demeure valide pour le 
as d'un syst�emeo�u la matri
e A est une fon
tion de t. Cependant il faut bien dire quela r�esolution alg�ebrique n'est plus aussi syst�ematique que dans le 
as des
oeÆ
ients 
onstants. En parti
ulier, la r�esolution 
ompl�ete de l'�equationsans se
ond membre n'est pas toujours possible ave
 des fon
tions 
las-siques. Les m�ethodes d'attaques peuvent alors être tr�es diverses, parexemple le d�eveloppement en s�erie enti�ere des solutions est une optionqui peut donner des r�esultats.La d�emar
he de r�esolution est la même que pour les �equations lin�eaires�a 
oeÆ
ients 
onstants : on 
ommen
e par essayer de r�esoudre l'�equationsans se
ond membre, puis on applique la m�ethode de la variation de la
onstante.



3.3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRES �A COEFFICIENTS VARIABLES 57Consid�erons l'�equation sans se
ond membre :dxdt = A(t)x;o�u A(t) est matri
e 
arr�ee de taille m, fon
tion 
ontinue de t sur unintervalle I. Soit t0 un point de I : soit x0 un point de Rm , alors il existeune solution maximale �x0 et une seule d�e�nie sur I telle que �x0(t0) =x0. L'ensemble S des solutions maximales d�e�nies sur I est un sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e des fon
tions de I dans Rn , et l'appli
ationde Rn dans S qui �a un point x0 fait 
orrespondre la solution �x0 estune appli
ation lin�eaire bije
tive. Ce
i montre que S est un sous-espa
eve
toriel de dimension m de l'espa
e des fon
tions de I dans Rm .Remarque : Attention de ne pas appliquer aveugl�ement 
e r�esultats �ades 
as di��erents o�u les hypoth�eses ne sont pas r�ealis�ees. En parti
ulier,si l'�equation r�esulte d'une �equation lin�eaire d'ordre n :nXi=0 ai(t)dixdti = 0alors la pr�esen
e du 
oeÆ
ient an(t) nous fait sortir de la forme souslaquelle on a pr�esent�e les syst�emes. Pour retrouver la forme habituelle, ondoit tout diviser par 
e 
oeÆ
ient an(t). Mais si an(t) a des z�eros (pointssinguliers), on n'est plus dans l'hypoth�ese de 
ontinuit�e de A(t). Et l�a, des
omportements autres peuvent se produire. Si u est un point singulier, ilpeut se produire que les solutions pour t < u et pour t > u se re
ollentpour donner une solution globale, d�e�nie aussi au point singulier. Maisalors, on ne peut plus aÆrmer que la dimension de l'espa
e des solutionsest m. Prenons l'exemple suivant :tdxdt � 2x = 0:On prend un intervalle I qui ne 
ontient pas 0. La solution g�en�erale surI de 
ette �equation sans se
ond membre estx(t) = Ct2:Si maintenant on prend I = R, et si on d�e�nit :x1(t) = � t2 si x < 00 si x � 0



58 CHAPITRE 3. LES �EQUATIONS LIN�EAIRESainsi que : x2(t) = � 0 si x < 0t2 si x � 0alors (x1(t); x2(t)) est une base de l'espa
e des solutions. Autrement dit,on a une �equation du premier ordre qui a un espa
e de solutions dedimension 2. En fait, si on prend un intervalle qui 
ontient 0 alors lessolutions pour t < 0 et pour t > 0 se ra

ordent en t = 0 et la solutiong�en�erale s'�e
rit : x(t) = C1x1(t) + C2x2(t):



CHAPITRE 4ANALYSE NUM�ERIQUE DES�EQUATIONS DIFF�ERENTIELLES
4.1. Introdu
tion4.1.1. Position du probl�eme. | Nous nous int�eressons i
i auxm�ethodes �a un pas d'int�egration des �equations di��erentielles du premierordre. Pr�e
isons le probl�eme que nous nous posons. Nous 
her
hons �ar�esoudre num�eriquement le probl�eme de Cau
hy(28) � y0 = f(x; y)y(x0) = y0:Dans toute la suite on supposera qu'il existe un voisinage 
ompa
t Vdu point (x0; y0) tel que la fon
tion f soit 
ontinue sur V et lips
hitziennepar rapport �a y uniform�ement par rapport �a x. C'est-�a-dire qu'il existeune 
onstante L telle que pour tout x, tout y1, tout y2 tels que (x; y1) 2 Vet (x; y2) 2 V on aitjf(x; y2)� f(x; y1)j � Ljy2 � y1j:Nous noterons aussi M = sup(x;y)2V jf(x; y)j:Soit T > 0 tel que[x0 � T; x0 + T ℄� fy j jy � y0j �MTg � V:On sait alors qu'il existe une solution unique qu'on notera � du probl�emede Cau
hy (28) d�e�nie sur l'intervalle [x0 � T; x0 + T ℄.



60CHAPITRE 4. ANALYSE NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESNous allons 
her
her �a appro
her la fon
tion � sur l'intervalle [x0; x0+T ℄ (ou sur l'intervalle [x0 � T; x0℄).Dans 
ertains 
as on sera amen�e �a faire des hypoth�eses plus fortes surla r�egularit�e de la fon
tion f , 
e qui entrainera une plus forte r�egularit�ede la fon
tion solution �.4.1.2. Notations. | On 
hoisit un partagex0 < x1 < � � � < xn = x0 + Tde l'intervalle d'�etude [x0; x0 + T ℄, et on posehk = xk+1 � xk:On d�e�nit aussi H = max0�k�n�1hk:La fon
tion � �etant la solution du probl�eme (28) on pose pour 0 � k � nyk = �(xk):Unem�ethode num�erique �a un pas permettra de 
al
uler une approxi-mation de yk �a partir d'une approximation de yk�1.4.2. G�en�eralit�es sur les m�ethodesPartons de la formule�(x+ h) = �(x) + Z h0 �0(x + t)dt:Une premi�ere id�ee pour 
al
uler y1 = �(x1) = �(x0 + h0) est d'utiliser
ette formule, don
 d'�e
rirey1 = y0 + Z h00 �0(x0 + t)dt;puis d'�evaluer l'int�egrale Z h00 �0(x0 + t)dtpar une m�ethode de 
al
ul num�erique appro
h�e d'int�egrales.4.2.1. M�ethode de la tangente d'Euler. |
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x0+h x0+2hx0Figure 1. M�ethode de la tangente d'Euler4.2.1.1. Des
ription. | Utilisons 
omme m�ethode de 
al
ul la m�ethodede Riemann. Nous obtenons alorsZ h00 �0(x0 + t)dt = h0�0(x0) +O(h20);
e qui donne y1 = y0 + h0�0(x0) +O(h20):Ce
i nous 
onduit �a prendre pour approximation du point y1 le point u1d�e�ni par u1 = u0 + h0f(x0; u0);o�u u0 est une approximation de y0. Cette m�ethode nous donne au rang kuk = uk�1 + hk�1f(xk�1; uk�1):Cette m�ethode est appel�ee m�ethode de la tangente d'Euler en raison del'interpr�etation g�eom�etrique suivante.



62CHAPITRE 4. ANALYSE NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLES4.2.1.2. Interpr�etation g�eom�etrique. | On peut voir une �equationdi��erentielle 
omme la donn�ee d'un 
hamp de ve
teurs : �a tout point(x; y) on fait 
orrespondre le ve
teur (1; f(x; y)) de 
oeÆ
ient dire
teurf(x; y). Le probl�eme de Cau
hy 
onsiste �a trouver la ligne de 
hampqui passe par le point (x0; y0). On la 
onstruit de mani�ere appro
h�eeen tra�
ant une ligne polygonale partant de (x0; y0) et suivant toutd'abord la dire
tion de la tangente de 
oeÆ
ient dire
teur f(x0; y0) �ala traje
toire en 
e point. On arrive �a un point (x1; y1) et en 
e pointon prend la dire
tion indiqu�ee par le 
hamp de ve
teurs, 
'est-�a-dire ladroite de 
oeÆ
ient dire
teur f(x1; y1). �Evidemment en g�en�eral d�es lepoint (x1; y1) on a quitt�e la bonne traje
toire. Mais on peut esp�erer quesi on fait de tous petits pas, on ne d�e
olle pas trop (
f. �gure 1).4.2.2. M�ethode d'Euler modi��ee. |4.2.2.1. Des
ription. | En am�eliorant la m�ethode d'int�egration deZ h00 �0(x0 + t)dtpar la m�ethode des trap�ezes par exempleZ h00 �0(x0 + t)dt = h02 (�0(x0) + �0(x0 + h0)) +O(h30);alors�(x0 + h) = �(x0) + h02 (f(x0; y0) + f(x0 + h0; �(x0 + h0)) +O(h30);soit en
ore y1 = y0 + h02 (f(x0; y0) + f(x1; y1)) +O(h30):Malheureusement au se
ond membre intervient la valeur y1 que l'on veutjustement 
al
uler. On peut penser �a utiliser une m�ethode d'approxima-tions su

essives pour 
al
uler y1 : on inje
te une valeur appro
h�ee dey1 dans le se
ond membre de la formule pr�e
�edente et on obtient unenouvelle valeur appro
h�ee de y1 qu'on esp�ere meilleure dans le premiermembre de la formule. Pour 
ela on part de la valeur appro
h�ee v1 de y1donn�ee par la m�ethode pr�e
�edente de la tangente d'Eulerv1 = u0 + h0f(x0; y0)



4.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES M�ETHODES 63(dans 
e 
al
ul on 
onsid�erera que v0 = y0). Est-il la peine d'aller plusloin dans la m�ethode des approximations su

essives ? Une �evaluation del'erreur nous donnef(x1; �(x0 + h0))� f(x1; v1) = (y1 � v1)�f�y (x1; y1);
e qui donne en utilisant l'�evaluation de l'erreur de la m�ethode d'Eulerjf(x1; �(x0 + h0))� f(x1; v1)j = O(h20):En 
ons�equen
e, il n'est pas utile d'aller plus loin pour rester dans leslimites d'une erreur en 0(h30) et on obtient en d�e�nitivey1 = y0 + h02 (f(x0; y0) + f(x1; v1)) + 0(h30);o�u v1 = y0 + h0f(x0; y0):En 
on
lusion nous sommes amen�es �a prendre le s
h�ema suivant(29) 8>><>>: u0 est une valeur initiale pro
he de y0vk = uk�1 + hk�1f(xk�1; uk�1)uk = uk�1 + hk�12 (f(xk�1; uk�1) + f(xk; vk))Cette m�ethode est appel�ee m�ethode d'Euler modi��ee et admet l'in-terpr�etation g�eom�etrique suivante.4.2.2.2. Interpr�etation g�eom�etrique. | Si partant du point (x0; y0) lam�ethode de la tangente d'Euler faisant un bout de 
hemin sur la droitede 
oeÆ
ient dire
teur f(x0; y0) on arrive au point (x1; v1) alors on fait lamoyenne entre le 
oeÆ
ient dire
teur en (x0; y0) et le 
oeÆ
ient dire
teuren (x1; v1) et �nalement on emprunte �a partir de (x0; y0) la droite ayantpour 
oeÆ
ient dire
teur 
ette moyenne (
f. �gure 2).4.2.3. G�en�eralisation. | Le nombre u0 �etant une valeur appro
h�eede y0, on 
onstruit la suite (uk)k�0 en partant de u0 et en 
al
ulant ukpour k � 1 par une formule r�e
urrente du type :(30) uk = uk�1 + hk�1�(xk�1; uk�1; hk�1):
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x0 x0+h x0+2h

v1

y1

x1=Figure 2. M�ethode d'Euler modi��eeC'est 
e qu'on appelle une m�ethode �a un pas. Par exemple dans lam�ethode d'Euler on prend :�(x; y; h) = f(x; y)et dans la m�ethode d'Euler modi��ee :�(x; y; h) = 12 (f (x; y) + f (x + h; y + hf (x; y))) :La question est alors la suivante : 
omment obtenir une fon
tion �int�eressante.4.2.3.1. Premi�ere id�ee : la formule de Taylor. | On peut penser �a laformule de Taylor, 
e qui nous donne :y1 = y0 + h�0(x0) + � � �+ hp0p! �(p)(x0) +O(hp+10 ):



4.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES M�ETHODES 65Posons : f (0)(x; y) = f(x; y);f (1)(x; y) = �(f (0))�x (x; y) + �(f (0))�y (x; y)f(x; y);et plus g�en�eralement :f (k)(x; y) = �(f (k�1))�x (x; y) + �(f (k�1))�y (x; y)f(x; y):Il est 
lair que : f (k)(x; �(x)) = �(k+1)(x);si bien que :y1 = y0+h�f (0)(x0; y0) + h2f (1)(x0; y0) + � � �+ h(p�1)p! f (p�1)(x0; y0)�+O(hp+1):On est don
 amen�e �a poser :�(x; y; h) = f (0)(x; y) + h2f (1)(x; y) + � � �+ h(p�1)p! f (p�1)(x; y):Il est visible que dans 
ette m�ethode, le 
al
ul des d�eriv�ees su

essivespeut s'av�erer 
ompliqu�e. De plus l'erreur est diÆ
ile �a 
ontrôler et peutêtre 
atastrophique si les d�eriv�ees de f ne sont pas "petites".4.2.3.2. Deuxi�eme id�ee : une formule d'int�egration. | Cette id�ee, quenous avons �evoqu�ee au d�ebut de 
ette se
tion, 
onsiste �a partir de q >0 nombres r�eels 
1; 
2; � � � ; 
q distin
ts ou non, d'�e
rire des formules dequadrature num�erique du type :(31) Z 
i0  (t)dt � qXj=1 ai;j (
j)et :(32) Z 10  (t)dt � qXj=1 bj (
j):Rappelons que l'intervalle [x0; x0 + T ℄ a �et�e d�e
oup�e sous la forme :x0 < x1 � � � < xn = x0 + T:



66CHAPITRE 4. ANALYSE NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESChaque sous-intervalle [xk; xk+1℄ o�u xk+1 = xk+hk 
ontient lui-même unsous-d�e
oupage bas�e sur q points. Ces q points sont les points :xk;i = xk + 
ihk;o�u 1 � i � q. Alors les formules de quadrature num�erique 
hoisies nouspermettent d'�e
rire :�(xk;i) = yk + Z xk;ixk f(t; �(t))dt;
e qui donne l'approximation :�(xk;i) = yk + hk qXj=1 ai;jf(xk;j; �(xk;j)):On peut aussi �e
rire :�(xk + hk) = yk + Z xk+hkxk f(t; �(t))dt;
e qui donne l'approximation :yk+1 � yk + hk qXj=1 bjf(xk;j; �(xk;j)):Ces 
onsid�erations permettent de penser au s
h�ema suivant :(33) 8>>>>>><>>>>>>: uk;i = uk + hk qXj=1 ai;jf(xk;j; uk;j)uk+1 = uk + hk qXj=1 bjf(xk;j; uk;j)xk;j = xk + 
jhk;o�u 8<: 0 � k � n� 11 � j � q1 � i � q:En posant : Kk;i = f(xk;i; uk;i)



4.2. G�EN�ERALIT�ES SUR LES M�ETHODES 67on obtient :(34) 8>>>><>>>>: Kk;i = f  xk;i; uk + hk qXj=1 ai;jKk;j!uk+1 = uk + hk qXj=1 bjKk;j:Le s
h�ema ainsi d�e
rit peut être expli
ite : le 
al
ul de uk;i (ou deKk;i) ne fait intervenir que des uk;j (des Kk;j) ave
 j < i, 
'est-�a-dire d�ej�a
al
ul�es, ou impli
ite dans le 
as 
ontraire.Il reste �a savoir 
omment 
hoisir les 
oeÆ
ients ai;j, bj, 
j, 
'est-�a-direquelles formules de quadrature 
hoisir. Toutes 
es m�ethodes rentrent sousla d�enomination 
ommune de m�ethode de Runge-Kutta. Cependant unede 
es m�ethodes porte le nom de m�ethode de Runge-Kutta 
lassique.4.2.4. Les m�ethodes de Runge-Kutta. | Nous retrouvons bienentendu par 
e prin
ipe g�en�eral les 
as d�ej�a trait�ees.� M�ethode d'Euler. Dans 
e 
as on prend q = 1, 
1 = 0, a1;1 =0, b1 = 1. Ave
 
es valeurs on retrouve e�e
tivement la m�ethoded'Euler.� M�ethode d'Euler modi��ee. Dans 
ette m�ethode aussi appel�eem�ethode de Heun on prend q = 2, 
1 = 0; 
2 = 1, a1;1 = 0; a1;2 =0; a2;1 = 1; a2;2 = 0, b1 = 1=2; b2 = 1=2. Les m�ethodes d'int�egrationutilis�ees sont d'une part la m�ethode des re
tangles pour la m�ethoded'int�egration num�erique (31) o�u i = 2 (pour i = 1 il n'y a rien �afaire) et 
elle des trap�ezes pour la m�ethode d'int�egration num�erique(32).Toujours pour q = 2 on peut g�en�eraliser 
ette m�ethode en prenantun nombre 0 < � � 1 puis 
1 = 0; 
2 = �, a1;1 = 0; a1;2 = 0; a2;1 =1; a2;2 = 0, b1 = 1� 1=(2�)); b2 = 1=(2�). Pour � = 1 on obtient lam�ethode de Heun, pour � = 1=2 on obtient une m�ethode bas�ee surla m�ethode du milieu pour la m�ethode d'int�egration num�erique (32)et la m�ethode des re
tangles pour le 
al
ul (31).� M�ethode de Runge-Kutta 
lassique. On prend q = 4, 
1 =0; 
2 = 1=2; 
3 = 1=2; 
4 = 1, a2;1 = 1=2; a3;2 = 1=2; a4;3 = 1, lesautres ai;j sont nuls, b1 = 1=6; b2 = 1=3; b3 = 1=3; b4 = 1=6.



68CHAPITRE 4. ANALYSE NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS DIFF�ERENTIELLESOn peut alors �e
rire le sh�ema de 
al
ul de la fa�
on suivante :
(35)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
Kk;1 = f (xk; uk)Kk;2 = f �xk + hk2 ; uk + hk2 Kk;1�Kk;3 = f �xk + hk2 ; uk + hk2 Kk;2�Kk;4 = f (xk+1; uk + hkKk;3)uk+1 = uk + hk �Kk;16 + Kk;23 + Kk;33 + Kk;46 � :


