
EXEMPLE DE LÉOPOLD FEJÉR

par

Robert Rolland

Résumé. — Paul Du Bois-Reymond a donné en 1873 un exemple de
fonction continue périodique dont la série de Fourier diverge au point 0.
L’exemple suivant donné par Léopold Fejér dans [1] est très simple. Il
est basé sur la sommation par blocs d’une série de Fourier bien choisie.

1. Préliminaires

1.1. But de ce paragraphe préliminaire. — Le but de ce para-

graphe est de rappeler les propriétés de la série de Fourier :

(1)
+∞∑
n=1

sin(nx)

n
,

qui constitue un exemple fondamental, notamment pour l’étude de la

convergence ponctuelle des séries de Fourier. Nous fixerons aussi dans

ce paragraphe les notations générales utilisées. Les démonstrations des

résultats généraux sur les séries de Fourier se trouvent dans [2].

1.2. Notations. — Les notations utilisées sont celles de [2]. En par-

ticulier, si f est une fonction périodique de période 2π qui est dans

L1([0, 2π]), on pose pour tout n ∈ N :

(2) an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt,
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(3) bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt)dt.

Définition 1.1. — Les coefficients an(f) et bn(f) sont les coefficients

de Fourier trigonométriques de f .

À partir de ces coefficients de Fourier on définit la série de Fourier

de f par :

S[f ] =
a0(f)

2
+

+∞∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt)) .

Nous noterons :

SN(f)(t) =
a0(f)

2
+

N∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

la somme partielle de rang N de la série de Fourier de f .

1.3. Un exemple fondamental. — Les résultats concernant la série

de Fourier (1) sont énoncés dans le théorème suivant :

Théorème 1.2. — Soit S la série de Fourier
∑+∞

n=1
sin(nx)

n
. Alors cette

série vérifie :

(1) S est la série de Fourier S[φ] de la fonction φ périodique de période

2π qui vaut :

φ(x) =
π − x

2
sur l’intervalle semi-ouvert [0, 2π[ et prolongée par périodicité sur tout

R;

(2) S converge vers φ(x) pour tout x 6= 2kπ et vers 0 pour tout x =

2kπ;

(3) S converge uniformément vers φ sur tout intervalle fermé de R qui

ne contient aucun point de la forme 2kπ;

(4) les sommes partielles SN(φ)(x) de la série de Fourier S = S[φ] sont

uniformément bornées, c’est-à-dire qu’il existe une constante C telle que

∀N , ∀x, on ait :

|SN(φ)(x)| ≤ C.

La démonstration de ce théorème se trouve dans [2].
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2. Une famille pathologique de polynômes trigonométriques

Soient n et N deux entiers tels que :

0 < n < N.

Définissons le polynôme trigonométrique :

Q(x, N, n) = 2 sin(Nx)
n∑

s=1

sin(sx)

s
.

Le théorème suivant est une conséquence directe du théorème 1.2 :

Théorème 2.1. — La famille des polynômes Q(x, N, n) est uni-

formément bornée, c’est-à-dire qu’il existe une constante C > 0 telle

que :

∀N,∀n, ∀x, |Q(x, N, n)| ≤ C.

Démonstration. — En majorant |sin(Nx)| par 1, on obtient :

|Q(x, N, n)| ≤ 2

∣∣∣∣∣
n∑

s=1

sin(sx)

s

∣∣∣∣∣ .

Le théorème 1.2 affirme que la somme intervenant dans le second mem-

bre de l’inégalité précédente est uniformément bornée, ce qui permet de

conclure.

En utilisant la formule trigonométrique :

2 sin(Nx) sin(sx) = cos ((N − s) x)− cos ((N + s) x) ,

on obtient :
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Q(x, N, n) =

cos ((N − n) x)

n
+

cos ((N − n + 1) x)

n− 1
+ · · ·+ cos ((N − 1) x)

1

−cos ((N + 1) x)

1
− · · · − cos ((N + n− 1) x)

n− 1
− cos ((N + n) x)

n
.

Si on ne considère que la première partie du polynôme trigonométrique

Q(x, N, n), qu’on notera Q1(x, N, n) :

Q1(x, N, n) =
cos ((N − n) x)

n
+

cos ((N − n + 1) x)

n− 1
+· · ·+cos ((N − 1) x)

1

on voit que :

Q1(0, N, n) =
n∑

s=1

1

s
> ln(n).

Ce polynôme contient donc en germe un comportement pathologique apte

à nous aider à construire des ”mauvaises” séries de Fourier.

3. Exemple de Fejér

Soient (Nk)k≥1 et (nk)k≥1 deux suites d’entiers telles que :

(1) 0 < nk < Nk

(2) Nk + nk < Nk+1 − nk+1

Nous noterons Ik l’intervalle d’entiers :

Ik = {Nk − nk, · · · , Nk + nk}.

Les intervalles Ik sont deux à deux disjoints, nous noterons :

I = ∪+∞
k=1Ik.

Par ailleurs, soit (αk)k≥1 une suite telle que :

(1) ∀k, αk > 0

(2)
∑+∞

k=1 αk < +∞.

Considérons alors la série :

(4)
+∞∑
k=1

αkQ(x, Nk, nk).

Proposition 3.1. — Cette série converge uniformément vers une fonc-

tion continue f .
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Démonstration. — La convergence uniforme découle immédiatement du

fait que les Q(x, Nk, nk) sont uniformément bornés et que la série de

terme général positif αk est convergente. Comme les Q(x, Nk, nk) sont

des polynômes trogonométriques, donc des fonctions continues, et que la

convergence de la série est uniforme, la somme f est continue.

Proposition 3.2. — La série de Fourier de f s’exprime sous la forme :

S[f ] =
+∞∑
r=1

ar cos(rt)

o :

ar =


0 si s /∈ I
αk

s
si r = Nk − s, 1 ≤ s ≤ nk

−αk

s
si r = Nk + s, 1 ≤ s ≤ nk

Démonstration. — La définition des coefficients de Fourier de f et la

convergence uniforme de la série (4) nous permet d’écrire que :

ar =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(rt)dt = lim
M→+∞

M∑
k=1

αk

π

∫ 2π

0

Q(t, Nk, nk) cos(rt)dt,

br =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(rt)dt = lim
M→+∞

M∑
k=1

αk

π

∫ 2π

0

Q(t, Nk, nk) sin(rt)dt.

Comme Q(t, Nk, nk) est un polynôme en cosinus,∫ 2π

0

Q(t, Nk, nk) sin(rt)dt = 0,

donc br = 0. Dans le cas des ar la seule contribution non nulle peut

provenir d’un terme ∫ 2π

0

Q(t, Nk, nk) cos(rt)dt

pour lequel le polynôme trigonométrique Q(t, Nk, nk) aurait un terme en

cos(rt). Ceci donne le résulat annoncé.

Proposition 3.3. — La série de Fourier de la fonction continue f di-

verge au point 0.
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Démonstration. — Remarquons que compte tenu de la prposition 3.2 :

|SNk−1(f)(0)− SNk−nk
(f)(0)| = αk

(
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

nk − 1

)
,

et donc :

|SNk−1(f)(0)− SNk−nk
(f)(0)| > αk ln(nk).

Si on prend :

αk =
1

k2
, nk =

Nk

2
= 2k3

,

alors toutes les contraintes imposées aux αk, Nk, nk sont réalisées et de

plus :

lim
k→+∞

αk ln(nk) = +∞.

La suite des sommes partielles de la série de Fourier de f au point 0 n’est

pas une suite de Cauchy et donc diverge.
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63-104.
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