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Résumé. — Pour montrer l’existence d’une fonction continue
périodique dont la série de Fourier diverge en un point on peut
construire explicitement des exemples ou alors, montrer l’existence
d’une telle pathologie de manière non constructive, par des arguments
d’analyse fonctionnelle. La première voie a été suivie par Paul Du
Bois-Reymond qui le premier a donné en 1873 un exemple de fonction
continue périodique dont la série de Fourier diverge au point 0. Par la
suite, Léopold Fejér a construit un exemple très simple. La deuxième
méthode utilise la théorie de Baire, et plus particulièrement le théorème
de Banach-Steinhaus encore appelé ”principe de condensation des
singularités”.

1. Préliminaires

1.1. But de ce paragraphe préliminaire. — Le but de ce para-

graphe est de rappeler les définitions élémentaires habituelles de la théorie

des séries de Fourier, et de définir les opérateurs à base de noyaux at-

tachés à ces objets.

1.2. Notations. — Soit T = R/2πZ le tore. Notons C(T ) l’espace de

Banach des fonctions continues sur T muni de la norme de la convergence

uniforme :

‖f‖ = sup
t∈T

|f(t)|,
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qu’on peut voir aussi comme l’espace des fonctions continues sur [0, 2π]

telles que f(0) = f(2π) muni de la norme :

‖f‖ = sup
t∈[0,2π]

|f(t)|.

Les notations utilisées sont celles de [2]. En particulier, si f ∈ C(T ) on

pose pour tout n ∈ N :

(1) an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt,

(2) bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt)dt,

et pour tout n ∈ Z :

(3) cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

Définition 1.1. — Les coefficients an(f) et bn(f) sont les coefficients

de Fourier trigonométriques de f , les coefficients cn sont les coeffi-

cients de Fourier exponentiels.

À partir de ces coefficients de Fourier on définit la série de Fourier

de f par :

S[f ] =
+∞
∑

n=−∞

cn(f)eint =
a0(f)

2
+

+∞
∑

n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt)) .

Nous noterons :

SN(f)(t) =
N

∑

n=−N

cn(f)eint =
a0(f)

2
+

N
∑

n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

la somme partielle de rang N de la série de Fourier de f .

1.3. Noyau de Dirichlet. — Il existe des polynômes trigonométriques

liés aux séries de Fourier qui sont très intéressants sur le plan de

l’approximation. Ces polynômes donnent des ”noyaux”. Nous nous

intéressons ici au noyau de Dirichlet qui est intimement lié aux sommes

partielles des séries de Fourier. Hélas ce noyau n’est pas un noyau
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positif, ce qui explique le mauvais comportement, du point de vue de la

convergence ponctuelle, des séries de Fourier. Posons :

Dn(x) =
1

2

n
∑

k=−n

eikx =
1

2
+

n
∑

k=1

cos(kx).

Définition 1.2. — La fonction Dn est appelée le noyau de Dirichlet.

Un calcul simple montre que :

Lemme 1.3. — Pour tout n ∈ N⋆ on a :

(4) Dn(x) =
sin

(

(n + 1
2
)x

)

2 sin
(

x

2

)

(5)
1

π

∫ π

−π

Dn(x)dx = 1

Si Sn(f)(x) est la somme partielle de rang n de la série de Fourier de

la fonction f on a successivement :

Sn(f)(x) =
n

∑

k=−n

cke
ikx,

où :

Sn(f)(x) =
n

∑

k=−n

(

1

2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt

)

eikx,

Sn(f)(x) =

n
∑

k=−n

(

1

2π

∫ π

−π

f(t)eik(x−t)dt

)

,

Sn(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)
n

∑

k=−n

eik(t−x)dt,

Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)Dn(t − x)dt.

En conséquence nous pouvons énoncer :

Théorème 1.4. — La somme partielle Sn(f)(x) de la série de Fourier

de la fonction f est obtenu par convolution entre f et le noyau Dn.
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Malheureusement Dn n’est pas un noyau positif, et le comportement

de Sn(f)(x) = f ∗ Dn(x) n’est pas aussi bon qu’on aurait pu l’espérer si

on avait eu une convolution avec un noyau positif (cf. [2]). C’est bien là

le fond du problème.

2. Applications linéaires liées aux sommes partielles des séries

de Fourier

Soit Tn l’application linéaire de l’espace C(T ) dans R (ou C) définie

par :

Tn(f) = Sn(f)(0) =
1

π

∫ π

−π

f(t)Dn(t)dt.

On peut montrer facilement que :

Théorème 2.1. — L’application linéaire Tn est continue et sa norme

est donnée par :

‖Tn‖ =
1

π

∫ π

−π

∣

∣

∣

∣

∣

sin
(

(n + 1
2
)t

)

2 sin
(

t
2

)

∣

∣

∣

∣

∣

dt =
4

π2
ln(n) + O(1).

3. Exemple d’une fonction continue périodique dont la série

de Fourier diverge en un point

3.1. Le théorème de Banach-Steinhaus. — Nous rappelons ici

sans démonstration le théorème de Banach-Steinhaus, qui découle du

théorème de Baire.

Théorème 3.1 (Banach-Steinhaus). — Soit B un espace de Ba-

nach, F un espace vectoriel normé. Soit (Ti)i∈I une famille d’applications

linéaires continues de B dans F . On suppose que pour tout x de B on

ait :

sup
i∈I

‖Ti(x)‖ < +∞.

Alors :

sup
i∈I

‖Ti‖ < +∞.
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3.2. Application à l’exemple en vue. — Supposons que pour toute

fonction f ∈ C(T ) la série de Fourier de f soit convergente en tout point,

en particulier au point 0. On aurait alors :

lim
n→+∞

Sn(f)(0) = l ∈ C,

soit encore :

sup
n∈N

|Sn(f)(0)| < +∞,

c’est-à-dire :

sup
n∈N

|Tn(f)| < +∞.

Le théorème de Banach-Steinhaus nous permettrait donc d’affirmer que :

sup
n∈N

‖Tn‖ < +∞,

ce qui est contradictoire avec l’évaluation de ces normes donnée par le
théorème 2.1
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