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rypta.frRésumé. L'analyse est un se
teur très large de l'a
tivité mathématique. Dé-veloppée à partir du XV II
e siè
le, elle a été essentiellement 
entrée sur le
al
ul in�nitésimal jusqu'à la �n du XIX

e siè
le. Cette partie s'o

upe desnombres et des fon
tions en tant que tels, des bonnes approximations de 
esobjets et des outils de dérivation et d'intégration qui pemettent d'opérer sureux et même éventuellement de les dé�nir.À partir du XX
e siè
le, l'analyse fon
tionnelle, qui 
onsidère qu'une fon
-tion est un point d'un ensemble de fon
tions, ave
 tous les aspe
ts géométriquesqui s'y ratta
hent, s'est developpée, prin
ipalement pour la résolution des pro-blèmes aux limites des équations di�érentielles et intégrales.Nous présentons i
i un texte libre qui donne quelques idées élémentairessur les outils de base et leurs utilisations dans le 
adre du 
al
ul in�nitési-mal. Nous insistons sur l'emploi simultanée de te
hniques di�érentielles et dete
hniques intégrales, le tout relié bien entendu par théorème fondamental du
al
ul di�érentiel et intégral.L'aspe
t analyse fon
tionnelle n'est pas abordé, tout au moins 
omme objet
entral d'étude. Table des matières1. Introdu
tion 22. Di
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omparaison 155.3. Cal
ul du sinus et du 
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tions 186.1. Fon
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2 ROBERT ROLLAND8.1. Remarque préliminaire 238.2. Le théorème prin
ipal 238.3. Obtention d'autres é
ritures 238.4. Fon
tion développable en série entière 248.5. Cas des dérivées positives 258.6. Retour sur la méthode de Newton 269. La formule d'Euler-Ma
laurin 269.1. Un exemple à la main 269.2. Un pas vers la formule d'Euler-Ma
laurin 309.3. Polyn�mes de Bernoulli 319.4. Formule d'Euler-Ma
laurin 329.5. Appli
ation à l'évaluation de restes de séries 339.6. Remarque 3410. Le théorème de Weierstrass 3410.1. Présentation du problème 3410.2. La démonstration élémentaire d'Henri Lebesgue 3410.3. Les noyaux positifs 3510.4. Les opérateurs positifs 3811. interpolation de Lagrange 4011.1. Introdu
tion au problème 4011.2. Partie d'algèbre linéaire pure : l'interpolation 4011.3. L'aspe
t algébrique 4011.4. L'aspe
t algorithmique 4311.5. Partie approximation 45
1. Introdu
tionDans 
es notes, nous nous préo

upons d'une partie parti
ulière de l'analyse,le 
al
ul in�nitésimal. Celui-
i, qui s'appuie sur les outils 
lassiques que sont ladérivation et l'intégration, 
'est-à-dire sur le 
al
ul di�érentiel et le 
al
ul in-tégral, se préo

upe essentiellement d'appro
her des nombres et des fon
tions. Enreprenant une formule employée par Jean Dieudonné dans son livre Cal
ul in�ni-tésimal, le 
al
ul in�nitésimal peut se résumer en trois mots : majorer, minorer,appro
her.Au début du XXe siè
le, lors du Congrés International de Mathématiques de1897, Ja
ques Hadamard énon
e 
lairement qu'il faut 
onsidérer les fon
tions
omme des points dans des ensembles de fon
tions. Ce
i est un 
onstatde l'état de la re
her
he en analyse à 
ette époque et des dire
tions qu'elle prendalors. Désormais, va se développer, ave
 en vue l'étude des équations intégrales etdes problèmes aux limites pour les équations di�érentielles, la théorie des espa
esfon
tionnels, mettant l'a

ent sur une géométrie des espa
es de dimension in�nie.On assiste là, au développement de l'analyse fon
tionnelle. Nous ne parleronspas de 
et aspe
t, tout au moins en tant que théorie, nous 
ontentant i
i d'exprimerles résultats an
iens du 
al
ul in�nitésimal, quand 
e
i s'impose, dans le 
adre del'analyse a
tuelle.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 3En dé�nitive, nous parlerons de nombres, fon
tions, suites, séries, dérivées etintégrales en relation ave
 des problèmes d'approximation et d'interpolation. Nousévaluerons des di�éren
es, à l'aide de majorations, minorations, des ordres de gran-deur, nous étudierons des 
omportements asymptotiques.Le texte que nous proposons, n'est pas un 
ours suivi de 
al
ul in�nitésimal,mais regroupe plut�t quelques notes un peu disparates, é
rites au �l de la plume,qui soulignent quelques idées de base, agrémentées d'exemples, qui me semblentimportantes pour 
elui qui doit aborder des exer
i
es et problèmes, ou préparer des
ours sur 
e sujet.De 
e fait, 
e do
ument n'a bien entendu pas vo
ation à être exhaustif, ni àaborder des résultats �ns d'analyse. Pour tout 
ela, le le
teur pourra se référer auxnombreux 
ours de � Cal
ulus � disponibles.2. Di
hotomieJe ne voudrais pas 
ommen
er une présentation des outils et des méthodes élé-mentaires de l'analyse, sans 
iter le plus simple d'entre eux : la di
hotomie. C'estun moyen performant pour en
adrer des nombres, notamment des solutions d'équa-tions du type f(x) = 0, qui s'apparente aux stratégies employées en informatiquesous le nom de � diviser pour règner �.Nous partons d'une équation :
f(x) = 0,où f est une fon
tion 
ontinue, dont nous supposons que nous avons isolé le zéro cque nous voulons 
al
uler. C'est-à-dire que nous avons trouvé un intervalle [a,b℄ telque :
c ∈]a, b[,

∀x ∈ [a, b] \ {c}, f(x) 6= 0Nous supposerons en outre que f 
hange de signe en c , don
 que :
f(a)f(b) < 0.La méthode de 
al
ul de c par di
hotomie est très simple : on 
oupe l'intervalle surlequel on travaille en deux et on teste sur lequel des deux sous-intervalles obtenusse trouve c. On réitère le pro
édé à partir du sous-intervalle déterminé. Après nitérations on lo
alise le nombre c sur un intervalle de longueur (b− a)/2n. Voi
i lesdétails :On �xe ǫ > 0,

A := a ;
B := b ;
E := ǫ ;tant que B − A > E faire

C := (A + B)/2 ;si f(C) = 0 alorsretourner C ;sortir ;�nsi ;



4 ROBERT ROLLANDsi f(A)f(C) < 0 alors
B := C ;sinon
A := C ;�nsi ;�ntq ;retourner C ;Cette méthode ne s'applique pas lorsque f s'annule sans 
hanger de signe, oualors s'annule en des points si pro
hes, qu'il n'est pas possible, numériquement,d'isoler un zéro. 3. inégalité des a

roissements finisSoit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle (a, b). Devoir évaluer une quantité dutype |f(x) − f(y)| est un problème très fréquent, notamment lors des 
al
uls d'er-reurs en physique. Un 
as très favorable est 
elui d'une fon
tion K-lips
hitzienne.Dé�nition 3.1. Soit K > 0 une 
onstante. Nous dirons que la fon
tion f dé�niesur (a, b) est K-lips
hitzienne, si pour tout x et tout y de l'intervalle (a, b) on a lamajoration :

|f(x) − f(y)| ≤ K|x − y|.Nous dirons que f est lips
hitzienne, s'il existe une 
onstante K > 0 telle que fsoit K-lips
hitzienne. On dira aussi : f est lips
hitzienne de rapport K.Quand on arrive à montrer qu'une fon
tion est lips
hitzienne, il en dé
oule debonnes propriétés. En e�et la fon
tion est alors uniformément 
ontinue sur (a, b).Obtenir de telles majorations, tout au moins sur une partie de R, peut se fairefa
ilement par 
al
ul algébrique lorsque la fon
tion s'exprime elle même simple-ment sous forme algébrique. Par exemple si f est une fon
tion polynomiale, ou unefra
tion rationnelle, ou une ra
ine 
arrée.Exemple 1 : la fon
tion f(x) = x2 est lips
hitzienne sur [0, 1]. En e�et :
f(x) − f(y) = x2 − y2 = (x − y)(x + y).Don
 :

|f(x) − f(y)| ≤ 2|x − y|.Cette fon
tion n'est pas lips
hitzienne sur [0, +∞[. D'ailleurs une fon
tion unifor-mément 
ontinue sur [0, +∞[ est majorée par une fon
tion a�ne, 
e qui n'est pasle 
as de x2.Exemple 2 : la fon
tion f(x) = x+1
x−1 est lips
hitzienne sur [−1, 1/2]. En e�et :

f(x) − f(y) =
x + 1

x − 1
− y + 1

y − 1
= 2

y − x

(x − 1)(y − 1)
.Don
 :

|f(x) − f(y)| ≤ 2
|y − x|

|(x − 1)(y − 1)| ,d'où :
|f(x) − f(y)| ≤ 8|y − x|.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 5Exemple 3 : la fon
tion f(x) =
√

x est lips
hitzienne sur [1/2, 1]. En e�et :
f(x) − f(y) =

√
x −√

y =
x − y√
x +

√
y
.Don
 :

|f(x) − f(y)| ≤
√

2

2
|x − y|.Il n'en est pas de même quand f est une fon
tion plus 
ompliquée. Dans 
e dernier
as il faut mettre en pla
e un outil plus 
omplexe : le théorème (ou inégalité) desa

roissements �nis.Une version immédiate de 
e théorème se démontre ave
 le théorème fondamentaldu 
al
ul di�érentiel et intégral, dans le 
as d'une bonne fon
tion f dérivable surun segment [a, b] et dont la dérivée est intégrable (pour nous 
e sera i
i au sens deRiemann, don
 en parti
ulier on supposera f ′(t) bornée sur [a, b]). On a alors pourtout x et tout y de [a, b] :(1) f(y) − f(x) =

∫ y

x

f ′(t)dt.En posant :
M = supt∈[a,b]|f ′(t)|dt,on obtient la majoration uniforme :

|f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|.La forme plus générale suivante, a une expression géométrique très simple ettrès intuitive.Théorème 3.2 (Théorème des a

roissements �nis). Soit f une fon
tion 
ontinuesur le segment [a, b], dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b[. Alors il existe un point
c ∈]a, b[ tel que :

f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a).Autrement dit il existe un point c intérieur au segment où la tangente est parallèleà la 
orde joignant l'origine à l'extrémité de l'ar
 
onsidéré (
f. �gure 1).
a bcFig. 1. Théorème des a
roissements �nis



6 ROBERT ROLLANDDémonstration. Il su�t de se ramener au 
as où f(a) = f(b), 
as dans lequel ondoit montrer l'existen
e d'un point c intérieur tel que f ′(c) = 0. Dans 
e 
as lethéorème s'appelle théorème de Rolle. Puis on applique le théorème de Rolle à lafon
tion :
g(x) = f(x) − f(b) − f(a)

b − a
x,qui en véri�e bien les hypothèses, 
e qui nous donne dire
tement le résultat. Sup-posons don
 en outre, f(a) = f(b) et montrons l'existen
e d'un point c tel que

f ′(c) = 0. Si la fon
tion est nulle sur [ab] le résultat a lieu. Sinon, il existe un pointintérieur c où la fon
tion atteint un extremum (f est 
ontinue sur un 
ompa
t) .Supposons par exemple qu'au point c la fon
tion soit maximale. Alors pour tout
a ≤ x < c, on a

f(x) − f(c)

x − c
≥ 0,
e qui implique, par passage à la limite en c, que f ′(c) ≥ 0 (par hypothèse la dérivéeexiste en tout point intérieur). Par ailleurs, pour tout c < x ≤ b on a

f(x) − f(c)

x − c
≤ 0,
e qui implique 
ette fois que f ′(c) ≤ 0. On en déduit que f ′(c) = 0. �Cette forme géométrique 
onduit dire
tement à l'inégalité des a

roissements�nis, dans le 
as où on peut en
adrer la dérivée f ′ sur l'ouvert ]a, b[.Théorème 3.3 (Inégalité des a

roissements �nis). Soit f une fon
tion 
ontinuesur un segment [a, b] dérivable sur l'ouvert ]a, b[ et telle qu'il existe deux 
onstantes

M ≥ m telles que pour tout x ∈]a, b[ on ait :
m ≤ f ′(x) ≤ M.Alors,

m(b − a) ≤ f(b) − f(a) ≤ M(b − a).En posant K = max(|m|, |M |), on obtient :
|f(b) − f(a)| ≤ K|b − a|.En 
on
lusion, remarquons dès à présent, que lorsqu'on peut employer l'outiltrès puissant qu'est l'intégration (voir équation (1)), on obtient très rapidementet à moindre frais une majoration de |f(y) − f(x)|. Cependant, dans des 
as plusparti
uliers (et 
ertainement plus rares), on doit rester dans le 
adre du 
al
uldi�érentiel sans passer par le 
al
ul intégral. C'est le 
as i
i, pour la preuve duthéorème des a

roissements �nis (voir le théorème 3.2) supposant uniquementl'existen
e de la dérivée sur l'ouvert ]a, b[. Si on sort du 
adre de l'interprétationgéométrique (qui a tout de même i
i un intérêt 
ertain) pour se plonger dans le
al
ul in�nitésimal, il arrive un moment où il faut bien majorer. Et là, la marge degénéralité, que semble avoir la fon
tion f , se réduit notablement. Nous retrouverons
ette même question quand nous verrons la formule de Taylor.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 74. Point fixe, méthode de Newton4.1. Approximations su

essives, point �xe. Avant de présenter la méthodede Newton, disons quelques mots sur la méthode générale des approximations su
-
essives. Soit f une fon
tion de 
lasse C1 dé�nie sur un intervalle [a, b] à valeursdans l'intervalle [a, b]. Soit u0 ∈ [a, b]. On dé�nit alors par ré
urren
e la suite determe général ui en posant pour tout i ≥ 1 ui = f(ui−1). On étudie la 
onvergen
ede 
ette suite. Nous allons montrer que sous 
ertaines 
onditions on peut a�rmerqu'il existe un point �xe pour f , 
'est-à-dire une solution de l'équation f(x) = x(
f. �gure 2).

a b

x0

x0

y

x

Fig. 2. Théorème du point �xeDonnons tout d'abord le théorème général suivant, qui met en avant la notionde fon
tion lips
hitzienne dont nous avons déjà parlé :Théorème 4.1 (Théorème du point �xe). Soit f une appli
ation d'un segment
[a, b] dans lui-même. On suppose que pour tout n ≥ 1 la fon
tion fn obtenue enitérant n fois f :

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ fest lips
hitzienne de rapport kn. On suppose en outre que la série∑n kn est 
onver-gente. Alors la fon
tion f admet un point �xe c et un seul. Pour tout point x0 ∈ [a, b]la suite (xn)n≥0 dé�nie par ré
urren
e à partir de 
e point x0 en itérant f :
xn = f(xn−1) = fn(x0),
onverge vers le point �xe c.Démonstration. Soient m > n deux indi
es. On peut é
rire su

essivement :

|xm − xn| ≤
m−1
∑

i=n

|xi+1 − xi|,
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|xm − xn| ≤

m−1
∑

i=n

ki|x1 − x0|,

|xm − xn| ≤ (b − a)

m−1
∑

i=n

ki.Comme la série de terme général ki est 
onvergente, 
ette inégalité prouve que lasuite (xn)n≥0 est une suite de Cau
hy, don
 
onverge vers un point c du segment
[a, b]. La fon
tion f étant 
ontinue (puisque lips
hitzienne), on 
on
lut que c = f(c).Ce point est l'unique point �xe. En e�et soit d un point �xe, et soit n un indi
e telque kn < 1. alors |fn(c) − fn(d)| ≤ kn|c − d|, puisque fn est kn-lips
hitzienne, etaussi |fn(c) − fn(d)| = |c − d| puisque c et d sont des points �xes de f (et don
 de
fn). On en déduit que :

|c − d| ≤ kn|c − d|,ave
 0 < kn < 1, don
 d = c. �Un 
as important d'appli
ation de de 
e théorème est le 
as où f est lips
hitziennede rapport k < 1. En e�et dans 
e 
as, fn est lips
hizienne de rapport kn ave

kn ≤ kn, et la série∑n kn est 
onvergente.Corollaire 4.2. Soit f une appli
ation d'un segment [a, b] dans lui-même. Onsuppose que la fon
tion f est lips
hitzienne de rapport k < 1. Alors la fon
tion fadmet un point �xe c et un seul. Pour tout point x0 ∈ [a, b] la suite (xn)n≥0 dé�niepar ré
urren
e à partir de 
e point x0 en itérant f :

xn = f(xn−1),
onverge vers le point �xe c.En pratique, on montre souvent qu'une fon
tion est lips
hitzienne de rapport kà l'aide du théorème des a

roissements �nis. On a don
 le 
orollaire utile suivant :Corollaire 4.3. Soit f une appli
ation 
ontinue d'un segment [a, b] dans lui-même.Supposons que f soit dérivable sur ]a, b[ et de dérivée bornée par un nombre k < 1,
'est-à-dire :
sup

x∈]a,b[

|f ′(x)| = k < 1,alors la fon
tion f(x) admet un point �xe x0 et un seul sur l'intervalle [a, b]. Lasuite (ui)i dé�nie pré
édemment 
onverge vers le point �xe x0.Démonstration. Le théorème des a

roissements �nis montre que f est lips
hit-zienne de rapport k = supx∈]a,b[ |f ′(x)|. Le 
orollaire pré
édent permet de 
on
lure.
�4.2. Quelques exemples. Dans le premier exemple que nous allons donner, nosemploierons deux méthodes : nous ferons tout d'abord un 
al
ul à la main, puisnous utiliserons dire
tement le théorème pré
édent. Nous suggérons au le
teur de
alquer 
e shéma pour les autres exemples.Exemple 1 : 
al
ul du sinus et du 
osinus de 1◦ par réinje
tion



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 94.2.1. Présentation de l'exemple. Les propriétés géométriques des lignes trigono-métriques permettent de 
al
uler fa
ilement sin(π/6), sin(π/4), sin(π/3), sin(π/5)ainsi évidemment que les 
osinus des mêmes angles. En utilisant la formule quidonne le sinus d'une di�éren
e on trouve sin(π/30), en utilisant la formule quidonne le sinus de l'ar
 moitié on obtient sin(π/60). On a don
 une table donnantles sinus (et les 
osinus) de 3◦ en 3◦. Il faudrait don
 
al
uler sin(π/180) pour avoirune table trigonométrique donnant les lignes de tous les angles en degré entier. Onutilise alors la formule :(2) sin(3x) = 3 sin(x) − 4 sin3(x)qu'on va appliquer i
i ave
 x = π/180. On 
her
he alors à résoudre 
ette équation
onnaissant la valeur a = sin(3x). L'équation se ramène à :
sin(x) =

1

3
(4 sin3(x) + a).Don
 si on pose :

f(u) =
1

3
(4u3 + a),le nombre sin(π/180) est solution de l'équation :

f(u) = u,
'est-à-dire est un point �xe de f .4.2.2. Cal
ul à la main. Pour 
al
uler 
ette solution on part d'une valeur appro
héede la solution u0, par exemple u0 = 0, et on 
al
ule u1 = f(u0). La valeur u1est réinje
tée dans le se
ond membre pour 
al
uler une nouvelle approximation
u2 = f(u1), puis plus généralement, par ré
urren
e :

un = f(un−1).Théorème 4.4. La suite de terme général un 
onverge vers la valeur 
her
hée
sin(π/180).Démonstration. La fon
tion f a pour dérivée :

f ′(u) = 4u2,don
 elle est 
roissante.On a par ailleurs :
u1 = f(0) =

a

3
≥ 0,et aussi :

f
(a

2

)

=
1

3

(

4
a3

8
+ a

)

,

f
(a

2

)

=
a3

6
+

a

3
,

f
(a

2

)

≤ a

6
+

a

3
,don
 :

f
(a

2

)

≤ a

2
.On 
on
lut que l'image par f de l'intervalle [0, a/2] est in
luse dans l'intervalle

[0, a/2], autrement dit, restreinte à l'intervalle [0, a/2], f est une appli
ation de
[0, a/2] dans lui-même et 
ette appli
ation est 
roissante.



10 ROBERT ROLLANDComme u0 = 0, u1 = f(u0) ≥ u0, on a aussi f(u1) ≥ f(u0), 
'est à dire que u2 ≥ u1et par ré
urren
e un ≥ un−1. La suite de terme général un est 
roissante, elle estmajorée par a/2, elle 
onverge don
 vers une limite b. Cette limite véri�e b = f(b).L'étude de la fon
tion g(u) = u − f(u) sur l'intervalle [0, a/2] nous montre quel'équation g(u) = 0 a au plus une solution dans 
et intervalle (en e�et g(u) eststri
tement 
roissante sur 
et intervalle). Don
 le b trouvé 
omme limite de la suitede terme général un est l'unique solution de l'équation u = f(u) sur l'intervalle
[0, a/2]. Comme on sait que sin(π/180), qui est dans l'intervalle en question, estsolution de 
ette équation, pas de doute, b = sin(π/180). �4.2.3. Appli
ation du théorème général. Il su�t de voir que sur l'intervalle [0, a/2]la dérivée de la fon
tion f véri�e :

|f ′(x)| ≤ a2 < 1.Le 
orollaire 4.3 permet de 
on
lure.4.2.4. Qualité de l'approximation. On peut aussi évaluer la qualité de l'approxima-tion, Sur l'intervalle [0, a/2] :
|f ′(x)| ≤ a2.On a alors en utilisant l'inégalité des a

roissements �nis et le le fait que b = f(b) :

|b − un| = |f(b) − f(un−1)| ≤ a2|b − un−1|,et en réitérant le pro
édé,
|b − un| ≤ (a2)n|b − u0|,et en majorant |b − u0| par la longueur de l'intervalle :

|b − un| ≤
a2n+1

2
.(Ce
i revient à refaire la démonstration du théorème général.)Exemple 2 : 
al
ul de l'inverse d'un nombre.4.2.5. Présentation de l'exemple. Soit a un nombre réel que nous supposerons > 0dont nous voulons 
al
uler l'inverse 1/a. La méthode que nous présentons, et qui estimplémentée dans 
ertaines 
al
ulatri
es et 
ertains langages de programmation, esttrès performante. C'est la méthode de Newton, développée pour le 
as parti
ulierqui nous préo

upe.Introduisons la fon
tion :

F (x) = x(2 − ax).Cher
hons les solutions de l'équation :(3) x = F (x)
'est-à-dire de :(4) x(1 − ax) = 0.Les solutions sont 0 et 1/a. Nous allons essayer d'appro
her la solution 1/a.L'idée est de partir d'une valeur appro
hée u0 > 0 de 1/a de 
al
uler u1 = F (u0),de réinje
ter u1 dans la partie droite de l'équation 3 pour obtenir u2 = F (u1) etplus généralement par ré
urren
e un = F (un−1).Notons I l'intervalle ouvert ]0, 2/a[.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 11Théorème 4.5. Soit u0 ∈ I. Alors la suite dé�nie par le premier terme u0 et larelation de ré
urren
e pour n ≥ 1

un = F (un−1),
onverge vers 1/a.Démonstration. La dérivée de F (x) sur l'intervalle I est donnée par :
F ′(x) = 2(1 − ax).Sur l'intervalle I, la fon
tion est positive et atteint son maximum en x = 1/a. En
e point la valeur de la fon
tion est 1/a. On peut don
 
on
lure que l'image del'intervalle I est in
luse dans I. Remarquons aussi que sur l'intervalle ]0, 1/a] lafon
tion F (x) est stri
tement 
roissante. Si u0 ∈ I alors 0 < F (u0) ≤ 1/a. Posonsensuite u1 = F (u0) et par ré
urren
e un = F (un−1). Tous les termes u1, u2, · · ·sont don
 dans l'intervalle ]0, 1/a]. De 
e fait, aun ≤ 1, si bien que (2 − aun) ≥ 1et don


un+1 = un(2 − aun) ≥ un.La suite (un)n≥1 est 
roissante, majorée par 1/a, don
 
onverge vers une limite
0 < b ≤ 1/a qui véri�e b = b(2 − ab). Cette limite est don
 le point 1/a de F . �On peut étudier aussi la qualité de l'approximation obtenue. Pour 
ela on supposequ'on parte d'une valeur u0 telle que

0 ≤ u0 ≤ 1

a
.Dans 
es 
onditions on sait que toutes les valeurs un sont aussi dans 
et intervalle.Alors on a su

essivement :

1 − aun = 1 − aun−1(2 − aun−1),

1 − aun = 1 − 2aun−1 + au2
n−1,

1 − aun = (1 − aun−1)
2,

1 − aun = (1 − au0)
2n

.On obtient don
 :
1

a
− un =

1

a
(1 − au0)

2n

.Posons α = 1− au0. Compte tenu des 
onditions sur la valeur initiale u0 le nombre
α véri�e 0 ≤ α < 1. La suite un qui véri�e :

∣

∣

∣

∣

1

a
− un

∣

∣

∣

∣

=
1

a
α2na don
 une 
onvergen
e quadratique vers 1/a.Lors d'une implémentation e�e
tive, le problème du 
hoix du point de départ sepose. On 
ommen
e par é
rire a sous la forme :

a = c 10k,où 1 ≤ c < 10 et où k est un entier relatif. Ce
i permet de se ramener à 
al
ulerl'inverse d'un nombre 
ompris entre 1 et 10. Ce
i étant fait, on peut supposerdésormais que
1 ≤ a < 10.Choisissons u0 de la façon suivante :(1) si 1 ≤ a < 2 alors u0 = 0.5,



12 ROBERT ROLLAND(2) si 2 ≤ a < 3 alors u0 = 0.3,(3) si 3 ≤ a < 5 alors u0 = 0.2,(4) si 5 ≤ a < 10 alors u0 = 0.1.Ce 
hoix respe
te la 
ondition u0 ≤ 1/a, et de plus au0 ≥ 0.5. Don
 1 − au0 ≤ 0.5.Ces 
hoix étant faits on obtient puisque 1/a ≤ 1 et α ≤ 1/2 :
∣

∣

∣

∣

1

a
− un

∣

∣

∣

∣

≤
(

1

2

)2n

.4.3. La méthode de Newton. On peut se demander à propos de l'exemple pré-
édent pourquoi la 
onvergen
e est si rapide. C'est 
e que nous allons essayer d'ex-pliquer maintenant.On peut déjà, 
ompte tenu de la situation, penser que la 
onvergen
e va êtrerapide. En e�et 
ompte tenu de l'inégalité des a
roissements �nis :
un − 1

a
= f(un−1) − f

(

1

a

)

≤ k un−1 −
1

a
,où k est un majorant de F ′(x) sur l'intervalle 
onsidéré. Don
 :

∣

∣

∣

∣

un − 1

a

∣

∣

∣

∣

≤ kn

∣

∣

∣

∣

u0 −
1

a

∣

∣

∣

∣

,si bien que si k < 1 la suite 
onverge. Mais i
i, la dérivée est nulle au point �xe, don
,on peut s'attendre à une amélioration de la rapidité d'approximation lorsqu'on serappro
he du point �xe. On a vu en fait que l'approximation est quadratique.

O 1/a

1/a

u0 u1Fig. 3. Approximation de 1/aGénéralisons 
ette méthode. Soit f(x) une fon
tion sur un intervalle I = [a, b] etayant sur 
et intervalle un seul zéro c. On suppose que f ′(x) ne s'annule pas sur I.
F (x) = x − f(x)

f ′(x)
.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 13Alors c est le seul point �xe de F (x) sur l'intervalle I.
F ′(x) =

f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
.Don
 F ′(c) = 0. On se retrouve dans la situation favorable pré
édente.Remarquons que 
ette 
onstru
tion a une interprétation géométrique simple : Ils'agit i
i de rempla
er la fon
tion f dont on 
her
he un zéro par sa tangente en unpoint voisin du zéro 
her
hé (
f. �gure 4).

u1 u0

y

x

Fig. 4. Méthode de NewtonAinsi à partir d'un point u0 pro
he de la solution x0 de l'équation f(x) = 0(qu'on supposera unique, tout au moins dans un intervalle adapté), on 
onstruitla tangente à la 
ourbe y = f(x) au point (u0, f(u0)). Cette tangente 
oupe l'axedes abs
isses au point u1. On itère 
ette 
onstru
tion à partir de la valeur u1 pourobtenir le point u2. Le 
al
ul de l'équation de la tangente au point d'abs
isse x etde son interse
tion ave
 l'axe des x montre que si on introduit :
F (x) = x − f(x)

f ′(x)
,alors on peut é
rire :

u1 = F (u0), u2 = F (u1), · · · , un = F (un−1), · · ·On véri�e imédiatement que x0 est point �xe de la fon
tion F (x). De plus si onsuppose la fon
tion f de 
lasse C2 par exemple et si on suppose que la dérivée f ′ de fne s'annule pas, alors F (x) est dérivable et sa dérivée est nulle au point x0. Il y auradon
 un voisinage fermé de 
e point �xe, pas né
essairement simple à déterminere�e
tivement, dans lequel la théorie du paragraphe pré
édent s'applique. De plus,
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omme la dérivée de F sera pro
he de zéro, on peut espérer une bonne 
onvergen
ede la suite (un)n, d'autant plus rapide qu'on va se rappro
her du point �xe.
F (x) − F (c) = F (x) − c =

A(x)

f ′(x)
.Comme F (c) − c = 0 on 
on
lut que A(c) = 0. Comme F ′(c) = 0 on 
on
lut que

A′(c) = 0. Si par exemple A(x) est un polyn�me ça veut dire qu'il s'é
rit :
A(x) = (x − a)2B(x),où B(x) est un polyn�me et don
 la 
onvergen
e est quadratique. Nous verrons (ap-pli
ation de la formule de Taylor) que 
e
i a lieu pour des fon
tions plus générales.Exemple 3 : Considérons la fon
tion :

f(x) = x2 − 2.En nous restreignant à x ≥ 0, nous allons déterminer la solution positive de l'équa-tion x2 = 2, 
'est à dire x =
√

2. Introduisons don
, 
omme nous l'indique laméthode de Newton, la fon
tion :
F (x) = x − x2 − 2

2x
= x − x

2
+

1

x
=

1

2

(

x +
2

x

)

.On voit que par exemple F ([1, 2]) ⊂ [1, 2] et sur 
et intervalle la dérivée de F (x)est en valeur absolue majorée par 1/2. Don
 le théorème du point �xe s'appliquesur 
et intervalle. Nous avons su

essivement :
1

2

(

un +
2

un

)

−
√

2 = F (un) − F (
√

2) =
1

2un

(

u2
n + (

√
2)2 − 2un

√
2
)

,

1

2

(

un +
2

un

)

−
√

2 =
1

2un

(

un −
√

2
)2

,

∣

∣

∣

∣

1

2

(

un +
2

un

)

−
√

2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2

(

un −
√

2
)2

,
'est-à-dire :
|un+1 −

√
2| ≤ 1

2

(

un −
√

2
)2

.La 
onvergen
e est don
 quadratique.Exemple 4 :Prenons :
f(x) = x2 − x − 1et regardons 
e qu'il se passe sur l'intervalle [1, 2]. On est alors amené à introduire :
F (x) =

x2 + 1

2x − 1
.Exemple 5 : On peut reprendre le 
al
ul de b = sin(π/180) 
onnaissant a =

sin(π/60). Nous avions utilisé la fon
tion f = 1/3(4x3 + a) pour dé�nir par ré-
urren
e la suite un = f(un−1) qui 
onvergeait vers le point �xe b = f(b). Hélas,au point b, la valeur de la dérivée f ′(b) n'est pas nulle, si bien que la 
onvergen
en'est peut être pas aussi rapide qu'elle pourrait l'être ave
 la méthode de Newton.Pour appliquer 
ette méthode, nous remarquons que nous 
her
hons le zéro de la
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tion h(x) = f(x) − x. Conformément aux 
al
uls pré
édent, nous introduisonsla fon
tion :
g(x) = x − h(x)

h′(x)
.Tous 
al
uls faits, on obtient :

g(x) =
8x3 − a

12x2 − 3
.La suite u0 = 0, un = g(un−1) 
onverge alors plus vite que pré
édemment versla valeur 
her
hée b = sin(π/180). Une expérimentation ave
 un système de 
al
ul
on�rme 
e 
omportement. En partant de u0 = 0, la première itération, u1 = g(u0),donne 4 dé
imales exa
tes, la deuxième, u2 = g(u1), donne 11 dé
imales exa
tes.5. intégration, outils de baseL'intégrale (quand elle existe), est un outil régularisant. Il e�e
tue une moyenneet gomme un 
ertain nombre d'irrégularités de la fon
tion qu'on intègre. Prenonspar exemple la fon
tion en es
alier dé�nie sur [0, 1] par :

f(x) =

{

0 si 0 ≤ x < 1/2
1 si 1/2 ≤ x ≤ 1Cette fon
tion f a un point de dis
ontinuité en 1/2 et peut être intégrée :

g(x) =

∫ x

0

f(t)dt =

{

0 si 0 ≤ x < 1/2
x − 1/2 si 1/2 ≤ x ≤ 1La fon
tion g(x) est 
ontinue sur [0, 1]. Mais g(x) n'est pas dérivable (au point 1/2).Remarquons que la fon
tion f n'a pas de primitive sur [a, b]. Ce n'est pas unedérivée. D'ailleurs on peut montrer qu'une dérivée véri�e le théorème des valeursintermédiaires, 
e qui n'est pas le 
as de f i
i :Théorème 5.1. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle (a, b) qui est unedérivée. Soient α et β deux points de (a, b). Alors f(x) prend toute valeur 
ompriseentre f(α) et f(β).5.1. Un problème de ra

ord. On 
onsidère sur l'intervalle [−1, 1] la fon
tionpaire f dé�nie sur [0, 1] par f(x) = 1 − x. On 
onsidère les points P et Q de
oordonnées respe
tives (−h, f(h)), (h, f(h)) où 0 < h < 1. On 
her
he un ar
de parabole qui se ra

orde en 
es deux points en étant tangent aux deux droites
onstituant la 
ourbe représentative de f . La dérivée de la fon
tion parabolique sur

[−h, h] est don
 g′(x) = −x/h (polyn�me du premier degré qui vaut 1 en −h et −1en h). Don
 g(x) = −x2/2h+ C. La 
onstante est donnée par g(h) = f(h) = 1− h,
e qui donne C = 1 − h/2. En dé�nitive :
g(x) = −x2

2h
+ 1 − h

2
.Bien entendu on aurait pu dire
tement é
rire les 
onditions sur g (g polyn�me duse
ond degré, g′(−h) = 1, g′(h) = −1), mais 
ette méthode très simple qui 
onsisteà déterminer g à partir de sa dérivée est intéressante.5.2. Intégration des relations de 
omparaison. L'intégration se 
omporte bienvis à vis des opérations de 
omparaisons 
lassiques :



16 ROBERT ROLLAND5.2.1. Inégalités.Théorème 5.2. si f et g sont intégrables sur [a, b] et si f ≤ g, alors ∫ b

a f(t)dt ≤
∫ b

a g(t)dt. Ce résultat persiste pour les intégrales généralisées.5.2.2. Comportement asymptotique : 
as de la divergen
e. Regardons maintenant
e qui se passe du point de vue des 
omparaisons asymptotiques des intégralesgénéralisées. On 
onsidèrera qu'on regarde le 
omportement au voisinage de +∞(mais 
e pourrait être au voisinage d'un point a). On utilise les notations de Landau
o(g) et O(g) ainsi que l'équivalen
e ∼.Théorème 5.3. Soit g une fon
tion 
ontinue > 0 sur [a, +∞[ telle que

∫ +∞

a

g(t)dt = +∞.Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, +∞[.(1) Si f = O(g) alors
∫ x

a

f(t)dt = O

(∫ x

a

g(t)dt

)(2) Si f = o(g) alors
∫ x

a

f(t)dt = o

(
∫ x

a

g(t)dt

)(3) Si f ∼ g alors
∫ x

a

f(t)dt ∼
∫ x

a

g(t)dt.5.2.3. Comportement asymptotique : 
as de la 
onvergen
e.Théorème 5.4. Soit g une fon
tion 
ontinue > 0 sur [a, +∞[ telle que
∫ +∞

a

g(t)dt < +∞.Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, +∞[.(1) Si f = O(g) alors
∫ +∞

x

f(t)dt = O

(∫ +∞

x

g(t)dt

)(2) Si f = o(g) alors
∫ +∞

x

f(t)dt = o

(∫ +∞

x

g(t)dt

)(3) Si f ∼ g alors
∫ +∞

x

f(t)dt ∼
∫ +∞

x

g(t)dt.Ces divers résultats permettent, en 
ollaboration ave
 l'intégration par partie dedéterminer des 
omportements asymptotiques pour diverses intégrales. On verrades exemples dans la se
tion 
onsa
rée à l'intégration par partie.
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ul du sinus et du 
osinus de 1◦ par une approximation poly-nomiale. On va prendre i
i pour valeur appro
hée du sinus au voisinage de 0 lepolyn�me :
P (x) = x − x3

6
.Compte tenu du problème posé on prendra x ≥ 0.Pour évaluer la qualité de 
ette approximation nous allons partir de l'inégalitétriviale

cos(x) ≤ 1.Par 
onservation des inégalités par intégration sur un intervalle [a, b] où b ≥ a, ona don
 :
∫ x

0

cos(t) dt ≤
∫ x

0

dt,
'est-à-dire :
sin(x) ≤ x.En réappliquant 
ette méthode on obtient maintenant :

∫ x

0

sin(t) dt ≤
∫ x

0

xdt,ou en
ore :
1 − cos(x) ≤ x2

2
,et en 
onséquen
e l'en
adrement suivant :

1 − x2

2
≤ cos(x) ≤ 1.On obtient alors su

essivement, toujours par intégration les en
adrements sui-vants :

x − x3

6
≤ sin(x) ≤ x,

1 − x2

2
≤ cos(x) ≤ 1 − x2

2
+

x4

24
,

x − x3

6
≤ sin(x) ≤ x − x3

6
+

x5

120
.Ce
i montre en parti
ulier que :

0 ≤ sin(x) − P (x) ≤ x5

120
.Appliqué au 
as où x = π/180, on obtient :

0 ≤ sin
( π

180

)

− P
( π

180

)

≤ 1.35 10−11.



18 ROBERT ROLLAND6. Quelques 
lasses habituelles de fon
tions6.1. Fon
tions réglées. Quand on fait de l'analyse on essaie le plus possible de� rendre 
ohérents � les systèmes ave
 lesquels on travaille. Pré
isons un peu 
e quej'entend par là. On est souvent 
onfronté au problème suivant : on a un ensembled'objets mathématiques (par exemple des fon
tions 
ontinues sur un segment [a, b]).On a un outil qui s'applique à 
es objets (par exemple l'intégrale sur le segment
[a, b]). En�n on a un mode de 
onvergen
e (par exemple la 
onvergen
e uniforme sur
[a, b]). La question est : l'outil agit il de manière stable vis à vis de la 
onvergen
edans 
et ensemble ? (Par exemple : soit fn une suite de fon
tions 
ontinues sur
[a, b] qui 
onverge uniformément vers f . la suite des intégrales des fn 
onverge-t-elle vers l'intégrale de f). Dans 
ertains 
as 
e
i n'a pas lieu, et en fait les raisonsdu dysfon
tionnement peuvent être multiples. Prenons l'exemple de l'espa
e desfon
tions 
ontinues sur un segment [a, b], et la 
onvergen
e simple.(1) Le premier obsta
le est que 
et espa
e n'est pas stable pour la 
onvergen
esimple.Exemple 1 : on 
onsidère la suite de fon
tions (fn)n>0 dé�nies sur [0, 1]par :

fn(x) =

{

−nx + 1 si x ∈
[

0, 1
n

]

0 sinonCette suite de fon
tions 
ontinues 
onverge simplement vers la fon
tiondis
ontinue :
fn(x) =

{

1 si x = 0
0 sinon(2) On peut alors penser à 
onsidérer l'espa
e des fon
tions intégrales au sens deRiemann sur [a, b]. Hélas, il n'est pas stable non plus pour la 
onvergen
esimple : On peut trouver une suite de fon
tions intégrables au sens deRiemann, qui 
onverge simplement vers une fon
tion bornée, qui n'est pasintégrable au sens de Riemann. Pour 
ela 
onsidérons la suite de fon
tions

fn, dé�nies sur [0, 1] par :
fn(x) =

{

1 si x = k
n! où 0 ≤ k ≤ n!

0 sinonCette suite 
onverge siplement vers la fon
tion de Diri
hlet :
fn(x) =

{

1 si x ∈ [0, 1] ∩ Q

0 sinonLes fon
tions fn sont intégrables (au sens de Riemann), la fon
tion f nel'est pas.D'autre part, rester dans le 
adre des fon
tions 
ontinues et de la 
onvergen
euniforme est un peu 
ontraignant. Le 
adre des fon
tions réglées est un bon 
om-promis.Dé�nition 6.1. Soit f une fon
tion dé�nie sur un segment [a, b]. La fon
tion fest dite réglée, si en tout point x ∈]a, b[, elle admet une limite à droite et une limiteà gau
he, et si elle admet une limite à droite en a et une limite à gau
he en b.On doit donner tout de suite une 
ara
térisation très importante des fon
tionsréglées, qui pourrait d'ailleurs servir de dé�nition.
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tion f dé�nie sur un segment [a, b] est réglée, si et seule-ment si elle est limite uniforme de fon
tions en es
alier.Cette 
ara
térisation nous fait 
omprendre l'intérêt de 
ette 
lasse lorsqu'ontravaille ave
 l'intégrale de Riemann, qui rappelons le, est dé�nie par passage à lalimite sur des intégrales de fon
tions en es
alier.Les fon
tions en es
aliers, les fon
tions 
ontinues, les fon
tions monotones sontdes fon
tions réglées. Cette 
lasse est stable pour la 
onvergen
e uniforme et l'in-tégrale d'une limite de fon
tions réglées est la limite des intégrales.7. L'intégration par partieNous présentons i
i un outil très simple mais parti
ulièrement e�
a
e : l'inté-gration par partie. À son propos, je 
iterais Roger Godement qui dans la rubriqueCal
ul In�nitésimal de l'En
y
lopédie Universalis é
rit : � [ l'intégration par partieest ℄ très 
ommode pour le 
al
ul pratique des intégrales, mais dont l'intérêt estailleurs lorsqu'on s'o

upe de mathématiques �.Don
, si l'on veut bien laisser de 
�té le volet ane
dotique du 
al
ul exa
t de
ertaines primitives, il faut 
omprendre l'intégration par partie 
omme l'é
ritured'une expression sous forme d'une partie prin
ipale (la partie tout intégrée) et d'unreste (la deuxième intégrale)
∫ x

a

f ′(t)g(t)dt = [f(t)g(t)]xa −
∫ x

a

f(t)g′(t)dt.Évidemment, si on espère que la partie
−
∫ x

a

f(t)g′(t)dtpuisse être 
onsidérée 
omme un reste, il faut qu'elle soit négligeable devant lapartie tout intégrée
[f(t)g(t)]xa.Cette remarque nous indique 
omment 
hoisir, quand on fait une intégration parpartie d'un produit de deux fon
tions, 
elle qu'on intègre et 
elle qu'on dérive : 
ellequ'on dérive est en général 
elle qui relativement varie peu, de manière à obtenirune dérivée petite devant la fon
tion elle-même. Attention 
e
i ne s'applique paspour l'utilisation de l'intégration par partie pour des 
al
uls de primitives, ni pourl'établissement de formules théoriques où l'on veut obtenir une forme parti
ulièrepour le terme tout intégré.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous donnons deux appli
ations très importantesde l'intégration par partie : la formule de Taylor et la formule d'Euler-Ma
laurin.Ces deux formules 
onstituent des outils de base des méthodes d'approximation.7.1. Intégrons dans le bon sens.Exemple 1. Il s'agit d'évaluer au voisinage de +∞ l'intégrale
∫ +∞

ln(x)

e−u

u2
du.On 
hoisit 
lairement de dériver la fon
tion 1/u2 et d'intégrer la fon
tion e−u, onobtient

∫ +∞

ln(x)

e−u

u2
du =

1

x(ln(x))2
− 2

∫ +∞

ln(x)

e−u

u3
du.
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tivement d'obtenir un reste négligeable devantla partie intégrée. En e�et :
e−u

u3
= o

(

e−u

u2

)

,don
 :
∫ +∞

ln(x)

e−u

u3
du = o

(

∫ +∞

ln(x)

e−u

u2
du

)et en 
onséquen
e :
∫ +∞

ln(x)

e−u

u2
du ∼ 1

x(ln(x))2
.Exemple 2. Dans 
et exemple nous 
her
hons la nature de l'intégrale :

∫ +∞

1

sin(x)

x
dx.On étudie don
 :

lim
A→+∞

∫ A

1

sin(x)

x
dx.On va faire une intégration par partie, en dérivant la fon
tion qui varie peu auvoisinage de +∞ et en intégrant l'autre, 
'est-à-dire sin(x). On a don
 en détaillantun peu l'intégration par partie sur l'intervalle [0, A] :

u = 1
x u′ = − 1

x2

v = −cos(x) v′ = sin(x)

∫ A

1

sin(x)

x
dx =

[

−cos(x)

x

]A

1

−
∫ A

1

cos(x)

x2
dx.La partie prin
ipale tend vers cos(1) lorsqu'on fait tendre A vers +∞, le reste,
'est-à-dire :

−
∫ A

1

cos(x)

x2
dxest majoré en valeur absolue par une intégrale 
onvergente :

∣

∣

∣

∣

∣

∫ A

1

cos(x)

x2
dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ A

1

∣

∣

∣

∣

cos(x)

x2

∣

∣

∣

∣

dx ≤
∫ +∞

1

1

x2
dx,don
 
onstitue une intégrale absolument 
onvergente sur [1, +∞[. On en 
on
lutque l'intégrale étudiée est 
onvergente.On peut montrer que l'intégrale étudiée n'est pas absolument 
onvergente enétudiant les sommes partielles :

Sn =

∫ nπ

1

|sin(x)|
x

dx,(5) Sn =

∫ π

1

|sin(x)|
x

dx +

n−1
∑

k=1

∫ (k+1)π

kπ

|sin(x)|
x

dx.Or :
∫ (k+1)π

kπ

|sin(x)|
x

dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ π

0

sin(x)dx =
2

(k + 1)π
,
e qui prouve que la série qui intervient dans la formule (5) est divergente.
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et exemple nous 
herhons un équivalent au voisinage de +∞de
∫ x

a

dt

ln(t)
.(où a > 1).On e�e
tue une intégration par partie, où on dérive 1/ ln(t) et on intègre 1 :

∫ x

a

dt

ln(t)
=

[

t

ln(t)

]x

a

+

∫ x

a

dt

(ln(t))2
.Comme :

1

(ln(t))2
= o

(

1

ln(t)

)

,on a :
∫ x

a

dt

(ln(t))2
= o

(∫ x

a

dt

ln(t)

)

.En 
onséquen
e :
∫ x

a

dt

ln(t)
∼ x

ln(x)
.Exemple 4 (l'art de se faire enfumer). Il s'agit de 
al
uler

Ip =

∫ e

1

x2(ln(x))pdx.On a I0 = (e3 − 1)/3.7.1.1. Le piège. Le piège 
onsiste i
i à voir apparaître une formule très simple età se laisser aller à intégrer par partie "à l'envers". C'est-à-dire qu'on va dériver
(ln(x))p et intégrer x2.

Ip =
e3

3
− p

3
Ip−1.Si nous itérons le 
al
ul nous sommes amenés à é
rire la formule exa
te

Ip =
e3

3

(

1 − p

3
+

p(p − 1)

9
+ · · · + (−1)p−1 p!

3p−1

)

+ (−1)p p!

3p−1
(e3 − 1).Hélas, 
omme à 
haque étape on a pris un "reste plus grand que la partie qui auraitdû être prin
ipale", 
ette formule est très instable numériquement. En e�et si on
hange un peu la valeur initiale I0 en J0, alors le terme Jp 
al
ulé véri�e

Jp − Ip = (−1)p p!

3p
(J0 − I0),
e qui fait que si J0 6= I0, alors |Jp − Ip| → +∞. Don
 une erreur d'arrondi va
omplètement modi�er le 
al
ul.



22 ROBERT ROLLAND7.1.2. L'intégration dans le bon sens. Bien sûr, si on intègre dans le bon sens enexhibant une partie prin
ipale et un reste plus petit que 
ette partie prin
ipale,alors 
e
i ne se produit plus. Intégrons don
 (ln(x))p

x et dérivons x3. Nous obtenons
Ip =

e3

p + 1
− 3

p + 1
Ip+1,et 
ette fois-
i en itérant le 
al
ul on tombe sur une formule stable qui nous permetd'é
rire tout de suite

Ip ∼ e3

p
.Si on veut pousser le développement plus loin on obtient :

Ip = e3

(

1

p
− 4

p2

)

+ o

(

1

p2

)

.Bien sûr la formule de ré
urren
e trouvée est la même que dans le premier 
al
ul,é
rite di�éremment. Mais justement 
e
i nous permet de voir que si on a une vision"à l'envers" de l'intégration par partie, alors la suite des 
al
uls qu'on est amenénaturellement à faire 
onduit à de mauvaises situations.7.2. Con
lusion et remarques. Nous avons vu que l'intégration par partie est unoutil puissant pour étudier des 
omportements asymptotiques d'intégrales 
onver-gentes ou divergentes en 
onsidérant la partie tout intégrée 
omme la partie prin-
ipale et la deuxième intégrale 
omme un reste.D'un autre 
�té, en analyse il y a un aller-retour pemanent entre des situations� dis
rètes � et des situations � 
ontinues �. On appro
he des fon
tions en regardantses valeurs en un nombre �ni de points par exemple. Ou bien on 
onstruit unefon
tion en interpolant à partir d'un nombre �ni de valeurs. On asso
ie à uneéquation di�érentielle y′ = f(y) une suite telle que u0 = y0 et un+1 − un = hf(un),remplaçant ainsi la dérivée par une di�éren
e �nie (
'est la méthode de la tangented'Euler). En 
e qui 
on
erne les intégrales généralisées, elles trouvent leur équivalentdis
ret en 
onsidérant les séries. On peut don
 se demander quel est le pendant surles séries de l'intégration par partie. C'est la transformation d'Abel. Considérons lasérie de terme général anbn. Posons alors Sk =
∑k

i=1 bi et S0 = 0. Alors :
n
∑

k=1

akbk =
n
∑

k=1

ak(Sk − Sk−1),

n
∑

k=1

akbk =
n
∑

k=1

akSk −
n
∑

k=1

akSk−1 =
n
∑

k=1

akSk −
n−1
∑

k=0

ak+1Sk,

n
∑

k=1

akbk = anSn +

n−1
∑

k=1

Sk(ak − ak+1).On peut aussi é
rire 
ette transformation pour un reste partiel :
n
∑

k=m

akbk = anSn − am−1Sm−1 +

n−1
∑

k=m

Sk(ak − ak+1).À partir de là et de quelques hypothèses sur les 
omportements de an et Sn, onpeut aussi énon
er des résultats sur le 
omportement asymptotique de la série determe général anbn.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 238. La formule de Taylor8.1. Remarque préliminaire. Comme nous allons le voir, la formule de Taylorpeut être 
onsidérée 
omme une généralisation du théorème fondamental du 
al
uldi�érentiel et intégral qui permet d'é
rire lorsque f est dérivable et de dérivéeintégrable :
f(x) − f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt.En intégrant par partie l'intégrale du se
ond membre, puis les intégrales 
al
uléessu

essivement en itérant le pro
édé, on obtient la formule de Taylor, qui nouspermet d'exprimer une fon
tion 
omme un polyn�me plus un reste.8.2. Le théorème prin
ipal.Théorème 8.1. Soit f une fon
tion à valeurs réelles dé�nie sur le segment [a −
ǫ, a+ ǫ] et n + 1 fois 
ontinument dérivable sur 
e segment. Alors pour tout point xdu segment [a − ǫ, a + ǫ] on peut é
rire

f(x) = f(a) +
(x − a)

1!
f(a) + · · · + (x − a)n

n!
f (n)(a) +

∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt.Démonstration. On utilise une démonstration par ré
urren
e. La formule

∫ x

a

f ′(t)dt = f(x) − f(a),assure que le théorème est vrai pour n = 0. Si on suppose vraie la formule à l'ordre
n ≥ 0 alors
∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt =

[−(x − t)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(t)

]x

a

+

∫ x

a

(x − t)n+1

(n + 1)!
f (n+2)(t)dt,

∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt =

(x − a)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(a) +

∫ x

a

(x − t)n+1

(n + 1)!
f (n+2)(t)dt,
e qui nous donne la formule à l'ordre n + 1. �8.3. Obtention d'autres é
ritures. J'essaie autant que faire se peut d'exprimerles formules asymptotiques en utilisant des restes intégraux qui donnent des for-mules exa
tes et qui 
onduisent assez fa
ilement à des majorations e�e
tives.J'évite au maximum les formules faisant intervenir des restes é
rits ave
 des pointsdont on ne 
onnait pas la valeur mais juste une lo
alisation. En général, dans un vraiproblème on n'a jamais vraiment besoin de 
es formules et les formules ave
 resteintégral ainsi que l'outil "intégration par partie" permettent d'obtenir les évalua-tions dont on a besoin. De toutes façons, il ne faut pas oublier que tant qu'on é
ritla formule ave
 reste intégral on ne perd rien, toute l'information est là et restedisponible sous une forme 
ommode. Ce n'est pas le 
as ave
 les autres é
ritures :formule de Taylor-Lagrange, formule de Taylor-Young, qui toutefois, sont di�
ilesà ommettre dans un 
ours ou dans une leçon formelle en raison de leur poids histo-rique, mais que je ne 
onseille guère d'utiliser pour majorer e�e
tivement. Insistonsen
ore une fois sur le fait que lorsqu'on dispose du reste intégral (ou d'un autre typede reste d'ailleurs), la formule n'est utile que si on est 
apable de majorer 
e resteet d'obtenir une bonne approximation polynomiale de la fon
tion f au voisinage dupoint a.



24 ROBERT ROLLAND8.3.1. Formule de Taylor-Lagrange. Cette formule est dans la ligne dire
te du théo-rème des a

roissements �nis dans sa version donnée par le théorème 3.2.Théorème 8.2. Soit f une fon
tion de 
lasse Cn sur [a, b] et admettant une dérivéed'ordre n + 1 dérivable sur ]a, b[. Alors, il existe un point c ∈]a, b[ tel que :
f(b) = f(a) +

(b − a)

1!
f(a) + · · · + (b − a)n

n!
f (n)(a) +

(b − a)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(c).Cette formule se démontre en restant dans le 
adre du 
al
ul di�érentiel, en ap-pliquant la formule des a

roissements �nis dans sa version donnée par le théorème3.2. C'est une formule globale, qui permet d'avoir une évaluation sur tout un in-tervalle. Remarquons que l'interprétation géométrique qui faisait le grand intérêtdu théorème des a

roissements �nis 3.2 a disparu i
i. Dans la plupart des 
as ongagnera à appliquer la formule ave
 reste intégral.8.3.2. Formule de Taylor-Young. Cette formule est une formule lo
ale qui permetnon pas d'avoir une évaluation sur tout un intervalle �xé à l'avan
e, mais un 
om-portement au voisinage d'un point. Elle est destinée à é
rire des développementslimités et remplit parfaitement sa fon
tion dans 
e 
as en expédiant tout de suitele reste sous la forme voulue.Théorème 8.3. Soit f une fon
tion de 
lasse Cn sur un intervalle I, et a un pointde I. On suppose que f admet une dérivée d'ordre n+1 au point a. Alors pour tout

x ∈ I on a
f(x) = f(a) +

(x − a)

1!
f(a) + · · · + (x − a)n+1

(n + 1)!
f (n+1)(a) + o

(

|x − a|n+1
)

.L'étude lo
ale d'une fon
tion, 
onsistant le plus souvent en un développementlimité à un ordre intéressant de la fon
tion au voisinage d'un point, est l'une desdeux appli
ations prin
ipales de la formule de Taylor, l'autre étant le développementen série entière.8.4. Fon
tion développable en série entière. Le développement en série entièrede fon
tions est, 
omme nous l'avons souligné, l'une des appli
ations prin
ipales dela formules de Taylor. On é
rit, quand le développement est possible, l'égalité d'unefon
tion et de la somme d'une série entière sur tout un intervalle. Le seul espoird'obtenir pour une fon
tion f un développement en série entière sur un intervalleouvert I, est que f soit indé�niment dérivable sur I, et dans 
e 
as, le développementde f autour d'un point a de l'intervalle I sera donné par :(6) ∞
∑

n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n.À partir de là, plusieurs 
as sont possibles :(1) La série entière (6) a un rayon de 
onvergen
e nul et don
 f n'est pasdéveloppable en série entière au voisinage de a.Exemple 1 : La série de fon
tions de terme général un(x) = e−nsin(n2x)
onverge sur R vers une fon
tion f indé�niment dérivable. La série de Taylorau point 0 de 
ette fon
tion a un rayon de 
onvergen
e nul.Exemple 2 : Le théorème de Borel a�rme que si on se donne une sérieentière formelle, il existe une fon
tion f indé�niment dérivable dont la série



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 25de Taylor en 0 soit la série entière �xée. À partir de là il est fa
ile de montrerl'existen
e d'une fon
tion f dont la série de Taylor en 0 est∑∞
n=0 n!xn, quiest de rayon de 
onvergen
e nul.(2) La série entière (6) a un rayon de 
onvergen
e R > 0, mais quel que soit levoisinage V de a in
lus dans le disque de 
onvergen
e, f ne 
oïn
ide pas sur

V ave
 la somme de la série entière. Dans 
e 
as, f n'est pas développablenon plus au voisinage de a.Exemple : la fon
tion dé�nie par :
f(x) =

{

e−1/x2 si x 6= 0
0 si x = 0est indé�niment dérivable et toutes ses dérivées sont nulles en 0. La sériede Taylor de f 
onverge don
 vers la fon
tion nulle sur tout intervalle, quin'est en au
un 
as f .(3) La série entière (6) a un rayon de 
onvergen
eR > 0 et il existe un voisinage

V de a in
lus dans le disque de 
onvergen
e où f est la somme de la sérieentière. Dans 
e 
as f est développable en série entière au voisinage de a.L'étude passe par l'observation du reste dans la formule de Taylor :
f(x) == f(a) +

(x − a)

1!
f(a) + · · · + (x − a)n

n!
f (n)(a) +

∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt.En e�et, si sur un intervalle ]a − h, a + h[ on montre que le reste

Rn(x) =

∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt
onverge vers 0, alors f est développable en série entière sur ]a − h, a + h[.8.5. Cas des dérivées positives. Le résultat suivant est assez intéressant et mé-rite d'être signalé.Théorème 8.4. Si f est indé�niment dérivable sur ]−a, a[ et a toutes ses dérivéespositives sur [0, a[, alors f est somme de sa série de Taylor sur [0, a[.Démonstration. Notons Pn le polyn�me de Taylor de f en 0 à l'ordre n, et Rn lereste.

f(x) = Pn(x) + Rn(x),ave

Rn(x) =

∫ x

0

(x − t)n

n!
fn+1(t)dt.Soit x ∈ [0, a[. Fixons un d tel que x < d < a. On a :

f(d) = Pn(d) + Rn(d),
e qui permet d'é
rire l'en
adrement grossier, 
ompte tenu du fait que les dérivéessont ≥ 0 :
0 ≤ Rn(d) ≤ f(d).Par 
hangement de variable u = dt/x, on obtient :

0 ≤ Rn(x) =
(x

d

)n+1

Rn(d) ≤
(x

d

)n+1

f(d).Le terme de droite de 
ette double inégalité tend bien vers 0. �



26 ROBERT ROLLANDCe
i s'applique notamment à la fon
tion tan(x) dont on peut ainsi montrer sim-plement qu'elle est développable en série entière autour de 0, le rayon de 
onvergen
ede 
ette série étant π/2. Bien entendu, 
e dernier résultat a une expli
ation plusprofonde. Il faut pour 
ela se pla
er dans le plan 
omplexe. Soit f une fon
tionanalytique au voisinage d'un point z0. Le rayon de 
onvergen
e de la série entière,développement de f au voisinage de z0 est la distan
e de z0 au plus pro
he pointsingulier (
omplexe) de f . En e�et le 
er
le de 
onvergen
e 
omporte toujours aumoins un point singulier. Et il n'y a pas de point singulier à l'intérieur du disquede 
onvergen
e. Si on veut appliquer 
e
i à la fon
tion tangente, on 
ommen
e parmontrer qu'elle est bien analytique tant que cos(z) ne s'annule pas, 
omme quotientde deux fon
tions analytiques. Le point singulier le plus pro
he de 0 est le zéro de
cos(z) le plus pro
he de 0 : 
'est π/2.Cette façon de voir permet de 
omprendre entre autres 
hoses, pourquoi le dé-veloppement de 1/(1+x2) en 0 a pour rayon de 
onvergen
e 1, alors même que sur
R, la fon
tion f est dé�nie partout. En fait le rayon de 
onvergen
e est tributairede 
e qu'il se passe dans C et pas seulement dans R.8.6. Retour sur la méthode de Newton. La formule de Taylor, permet derevenir sur la méthode de Newton exposée dans la se
tion 4.3. En appliquant alors(pourvu que les hypothèses soient remplies) la formule de Taylor à l'ordre 2, onpeut montrer que dans 
ette méthode l'approximation est quadratique, 
e qu'onavait déjà 
onstaté dans un 
ertain nombre de 
as parti
uliers.9. La formule d'Euler-Ma
laurin9.1. Un exemple à la main.9.1.1. Présentation du problème. Il s'agit d'étudier la 
onvergen
e de la suite (Sn)n≥1de terme général :

Sn =
1

12
+

1

22
+ · · · + 1

n2
.Puis, ayant établi la 
onvergen
e de 
ette suite vers une limite S, nous essaieronsd'évaluer la rapidité de la 
onvergen
e en évaluant S − Sn.9.1.2. Convergen
e de la suite. La suite (Sn)n≥1 est 
roissante. En e�et :

Sn+1 − Sn =
1

(n + 1)2
,don
 :

Sn+1 ≥ Sn.Considérons la 
ourbe (C) d'équation :
y =

1

x2
.La somme Sn s'interprète 
omme la somme des aires des triangles ha
hurés sur la�gure 10. En 
onsidérant par ailleurs l'aire sous la 
ourbe, on en déduit que :

Sn ≤ 1 +

∫ n

1

dx

x2
.En 
onséquen
e :

Sn ≤ 2 − 1

n
≤ 2.



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 27La suite (Sn)n≥1 étant 
roissante et majorée 
onverge. Elle 
onverge vers un nombre
S ≤ 2. On peut montrer que S = π2

6 , 
e que nous admettrons i
i.
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Fig. 5. Majoration9.1.3. Évaluation de S − Sn. Posons :
S − Sn = Rn.L'entier n étant �xé, pour tout entier m tel que m ≥ n + 1, posons :

Rn,m =
1

(n + 1)2
+ · · · + 1

m2
,qu'on peut en
ore é
rire :

Rn,m = Sm − Sn.L'entier n étant �xé, la suite (Rn,m)m>n 
onverge don
 vers Rn = S − Sn. Onobtient un en
adrement de Rn,m par une majoration du style de 
elle suggérée parla �gure 5 et par une minoration telle que 
elle suggérée par la �gure 6.
∫ m+1

n+1

dx

x2
≤ Rn,m ≤

∫ m

n

dx

x2
,
'est-à-dire que pour tout m > n :

1

n + 1
− 1

m + 1
≤ Rn,m ≤ 1

n
− 1

m
,et don
 :

1

n + 1
≤ Rn ≤ 1

n
.Cet en
adrement nous permet d'obtenir l'en
adrement suivant :

0 ≤ 1

n
− Rn ≤ 1

n
− 1

n + 1
≤ 1

n2
.
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Fig. 6. Minoration9.1.4. Amélioration de l'évaluation de S − Sn. On va évaluer plus �nement la dif-féren
e entre l'aire sous la 
ourbe et l'aire des re
tangles 
onstruits sur la �gure 5.Pour 
ela notons :
Ak =

∫ k

k−1

dx

x2
− 1

k2et :
In,m =

∫ m

n

dx

x2
.Alors :

In,m − Rn,m =
m
∑

k=n+1

Ak,et en passant à la limite sur m :
1

n
− Rn = lim

m→∞

m
∑

k=n+1

Ak.Or :
Ak =

1

k − 1
− 1

k
− 1

k2
=

1

k2(k − 1)
,
e qui nous permet de donner l'en
adrement suivant :

1

k3
≤ Ak ≤ 1

(k − 1)3
.En faisant 
ette fois-
i intervenir la 
ourbe d'équation :

y =
1

x3
,et en raisonnant sur des aires bien 
hoisies 
omme dans le paragraphe pré
édent onobtient su

essivement :

∫ k+1

k

dx

x3
≤ Ak ≤

∫ k−1

k−2

dx

x3
,
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1

2

(

1

k2
− 1

(k + 1)2

)

≤ Ak ≤ 1

2

(

1

(k − 2)2
− 1

(k − 1)2

)

,et par sommation et simpli�
ation :
1

2

(

1

(n + 1)2
− 1

(m + 1)2

)

≤
m
∑

k=n+1

Ak ≤ 1

2

(

1

(n − 1)2
− 1

(m − 1)2

)

.On en 
on
lut par passage à la limite sur m :
1

2

1

(n + 1)2
≤ 1

n
− Rn ≤ 1

2

1

(n − 1)2
.On peut alors é
rire :

∣

∣

∣

∣

1

n
− 1

2 n2
− Rn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2

(

1

(n − 1)2
− 1

(n + 1)2

)

,

∣

∣

∣

∣

1

n
− 1

2 n2
− Rn

∣

∣

∣

∣

≤ 2

(n − 1)3
.On peut don
 
on
lure que :

1

n
− 1

2n2est une bonne approximation de Rn.Si nous analysons 
e que nous avons fait :(1) Nous avons 
omparé la série à une intégrale, 
'est-à-dire que sur les inter-valles [k, k + 1] nous avons d'une part l'intégrale :
Ik,k+1 =

∫ k+1

k

f(t)dt,(ave
 i
i f(x) = 1/x2) qui représente l'aire sous la 
ourbe donnée par lafon
tion f au dessus de [k, k + 1], d'autre part f(k) qui représente l'airesous la mar
he d'es
alier de hauteur f(k) au dessus de [k, k + 1] (mar
hed'es
alier au dessus de la 
ourbe) ou en
ore éventuellemnt f(k + 1) quireprésente l'aire de la mar
he d'es
alier au dessous de la 
ourbe.(2) Nous avons 
her
hé à évaluer la di�éren
e entre l'aire sous la 
ourbe etl'aire sous une quel
onque des deux mar
hes (au dessus ou au dessous),
'est-à-dire :
Ik,k+1 − f(k), ou si on veut f(k + 1) − Ik,k+1.Nous avons fait 
ette évaluation de manière un peu artisanale. Nous allons voirmaintenant, 
omment 
e même problème peut être attaqué de manière plus sys-tématique par la formule d'Euler-Ma
laurin que nous allons exposer, en reprenantl'évaluation de la di�éren
e entre 
es deux aires (mais pour f quel
onque, su�sam-ment régulière).



30 ROBERT ROLLAND9.2. Un pas vers la formule d'Euler-Ma
laurin. Soit f une fon
tion de 
lasse
C3 sur [0, 1]. Cher
hons à exprimer

∫ 1

0

f(t)dt.Pour 
ela on peut 
ommen
er par dire en remplaçant f par sa valeur en 0 qu'unevaleur appro
hée de l'intégrale est f(0). Étudions alors
W =

∫ 1

0

f(t)dt − f(0).On est don
 dans un 
as tout à fait similaire à 
elui traité à la main. on voit que
W =

∫ 1

0

(f(t) − f(0)) dt
e qui par intégration par partie (on dérive f(t) − f(0) et on intégre 1) donne
W = [P1(t) (f(t) − f(0))]

1
0 −

∫ 1

0

f ′(t)P1(t)dt,où P1(t) est une primitive de 1 (don
 de la forme t − a) à bien 
hoisir.
W = (1 − a) (f(1) − f(0)) −

∫ 1

0

f ′(t)P1(t)dt.L'intégrale qui reste dans le se
ond membre peut à son tour être intégrée par partieen dérivant f ′ et en intégrant P1. Soit P2(t) une primitive de P1(t). Choisissons
P1(t) tel que P2(1) = P2(0) ou en
ore

∫ 1

0

P1(t)dt = 0.Ce
i impose de prendre a = 1/2 (P1(t) = t − 1/2). On a alors
W = 1/2 (f(1) − f(0)) − P2(0) (f ′

1(t) − f ′(0)) +

∫ 1

0

P2(t)f
(2)(t)dt.Intégrons de nouveau par partie l'intégrale qui subsiste au se
ond membre. Notons

P3(t) une primitive de P2(t) et 
hoisissons P2(t) de telle sorte que P3(1) = P3(0).Comme P1(t) = t − 1/2 on a P2(t) = t2/2 − t/2 + C et la 
ondition imposée
∫ 1

0

P2(t)dt = 0donne C = 1/12. Alors P3(t) = t3/6 − t2/4 + t/12 + C, et si on impose aussi la
ondition
∫ 1

0

P3(t)dt = 0alors P3(t) = t3/6 − t2/4 + t/12. On obtient après une nouvelle intégration parpartie :
W = 1/2 (f(1) − f(0)) − 1/12 (f ′

1(t) − f ′(0)) −
∫ 1

0

P3(t)f
(3)(t)dt.Arrêtons là le développement et é
rivons en 
on
lusion

∫ 1

0

f(t)dt = 1/2 (f(0) + f(1)) − 1/12 (f ′(1) − f ′(0)) −
∫ 1

0

P3(t)f
(3)(t)dt.
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al
uls pré
édents mettent en éviden
e lasuite des polyn�mes de Bernoulli.Théorème 9.1. Il existe une suite (Qn)n≥0 et une seule de polyn�mes telle que(1) Q0 = 1(2) Q′
n = Qn−1, pour n ≥ 1(3) ∫ 1

0
Qn(u)du = 0, pour n ≥ 1.Ces polyn�mes sont appelés polyn�mes de Bernoulli.Démonstration. Par ré
urren
e, Q0 est bien dé�ni, Qn−1 étant 
onstruit, la 
ondi-tion (2) �xe Qn à une 
onstante près. La 
ondition (3) �xe 
ette 
onstante. �Compte tenu du mode de 
onstru
tion de 
es polyn�mes, il est fa
ile de voir queleurs 
oe�
ients sont rationnels.Voi
i les premiers polyn�mes de Bernoulli :

Q0 = 1 Q1 = x − 1

2
Q2 =

x2

2
− x

2
+

1

12

Q3 =
x3

6
− x2

4
+

x

12
.Proposition 9.2. Pour n ≥ 2, Qn(1) = Qn(0).Démonstration. En e�et on doit avoir ∫ 1

0
Qn−1(u)du = 0. Mais 
omme Qn est uneprimitive de Qn−1 on a ∫ 1

0
Qn−1(u)du = Qn(1) − Qn(0), d'où le résultat. �Proposition 9.3. Si n ≥ 1, Qn(x + 1) − Qn(x) = xn−1

(n−1)! .Démonstration. On 
onstate que l'égalité est vraie pour n = 1. Supposons lavraie pour n, par primitivation on obtient alors l'égalité à l'ordre n + 1 à une
onstante près. Mais la proposition pré
édente permet de 
on
lure à la nullité de
ette 
onstante d'intégration. �Cette égalité permet de 
al
uler des sommes du type ∑p
k=1 kn. Par exemple si

n = 2 on obtient
Q3(p + 1) − Q3(1) =

1

2

p
∑

k=1

k2,
e qui donne
p
∑

k=1

k2 =
p(p + 1)(2p + 1)

6
.Proposition 9.4. Pour tout n ≥ 0, Qn(1 − x) = (−1)nQn(x).Démonstration. Le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1. Supposons le résultat vraipour n ≥ 2. Alors par primitivation on obtient au rang n + 1 la formule voulue àune 
onstante d'intégration près

Qn+1(1 − x) = (−1)n+1Qn+1(x) + C.Si n + 1 est pair en donnant à x la valeur 0 on 
al
ule C = 0.Si n + 1 est impair alors par primitivation
Qn+2(1 − x) = Qn+2(x) + Cx + D,



32 ROBERT ROLLANDen prenant x = 0 on obtient d'abord D = 0, puis en prenant x = 1 on obtient
C = 0. �Proposition 9.5. Pour n ≥ 1,

Q2n+1(0) = Q2n+1(1/2) = Q2n+1(1) = 0.Démonstration. Il su�t d'appliquer la proposition pré
édente ave
 x = 0, 
e quidonne Q2n+1(0) = Q2n+1(1) = 0, puis ave
 x = 1/2, 
e qui donne Q2n+1(1/2) =
0. �En étudiant par ré
urren
e les variations des fon
tions Qn, on pourra montrerque :Proposition 9.6. Pour n ≥ 1, Q2n(0) 6= 0 et Signe(Q2n(0)) = (−1)n+1.On notera

Bk = (−1)k+1(2k)!Q2k(0).Ainsi les Bk (nombres de Bernoulli) sont des rationnels positifs. Les premiersnombres de Bernoulli sont
B1 = 1/6 B2 = 1/30 B3 = 1/42 B4 = 1/30.9.4. Formule d'Euler-Ma
laurin. Soit f une fon
tion réelle de 
lasse C∞ sur

[0, 1].
f(1) − f(0) =

∫ 1

0

f ′(t)dt,

f(1) − f(0) = [Q1(t)f
′(t)]10 −

∫ 1

0

Q1(t)f
(2)(t)dt,

f(1) − f(0) = 1/2(f ′(1) + f ′(0)) −
∫ 1

0

Q1(t)f
(2)(t)dt,et par ré
urren
e on montre que :Théorème 9.7. Soit f une fon
tion réelle de 
lasse C∞ sur [0, 1]. Alors pour tout

n ≥ 1 :
f(1) − f(0) =

1

2

(

f ′(1) + f ′(0)
)

+

n
∑

k=1

(−1)kBk

(2k)!

(

f (2k)(1) − f (2k)(0)
)

−
∫ 1

0

Q2n+1(x)f (2n+2)(x)dx.En parti
ulier si on applique 
e résultat à une primitive de f on obtient
∫ 1

0

f(t)dt =
1

2

(

f(1) + f(0)
)

+

n
∑

k=1

(−1)k

B k
(2k)!

(

f (2k−1)(1) − f (2k−1)(0)
)

−
∫ 1

0

Q2n+1(x)f (2n+1)(x)dx.On peut appliquer le théorème 9.7 sur un intervalle [a, b] au lieu de [0, 1]. Il su�t
omme toujours de faire le 
hangement de variable a�ne qui envoie a sur 0 et b sur
1 : t = a + u(b − a). On obtient alors :
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tion réelle de 
lasse C∞ sur [a, b]. Alors pour tout
n ≥ 1 :
f(b) − f(a) =

b − a

2

(

f ′(b) + f ′(a)
)

+

n
∑

k=1

(−1)kBk(b − a)2k

(2k)!

(

f (2k)(b) − f (2k)(a)
)

−
∫ b

a

Q2n+1(
u − a

b − a
)(b − a)2n−1f (2n+2)(u)du.Dé
oupons maintenant l'intervalle [a, b] en q mor
eaux de même longueur h =

(b − a)/q sous la forme :
a = a0 < a1 < a2 < · · · < aq−1 < aq = b,appliquons le théorème 9.8 sur 
haque mor
eau et sommons les résultats. Nousobtenons :Théorème 9.9. Soit f une fon
tion réelle de 
lasse C∞ sur [a, b]. Soit a = a0 <

a1 < · · · < aq1
< aq = b le partage de [a, b] en q intervalles de même longueur

h = (b − a)/q. Alors pour tout n ≥ 1 :
f(b) − f(a) = f(aq) − f(a0) =

h

2
(f ′(b) + f ′(a)) + h

q−1
∑

s=1

f ′(as)

+

n
∑

k=1

(−1)kBkh2k

(2k)!

(

f (2k)(b) − f (2k)(a)
)

−h2n−1

∫ h

0

Q2n+1

( v

h

)

(

q−1
∑

s=0

f (2n+2)(as + v)

)

dv.Cette dernière formule est appelée la formule sommatoire d'Euler-Ma
laurin 
arelle permet de 
al
uler la somme :
q−1
∑

s=1

f ′(as).9.5. Appli
ation à l'évaluation de restes de séries. Considérons la série determe général 1/n2. On sait que 
ette série 
onverge et que :
S =

∞
∑

k=1

1

k2
=

π2

6
.É
rivons la somme S sous la forme :

S = Sp + Rpoù :
Sp =

p
∑

k=1

1

k2
et Rp =

∞
∑

k=p+1

1

k2
.Nous 
her
hons à évaluer Rp. Pour 
ela introduisons la fon
tion f(x) = −1/xdont la dérivée est f ′(x) = 1/x2. Appliquons le théorème 9.9 à la fon
tion f surl'intervalle [p, r +1] (où p et r sont des entiers) ave
 h = 1 et n = 1. Nous obtenonssu

essivement :
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Rp − Rr =

1

(p + 1)2
+

1

(p + 2)2
+ · · · + 1

r2
,

Rp − Rr =
1

p
− 1

r + 1
− 1

2

(

1

p2
+

1

(r + 1)2

)

+
1

6

(

1

p3
− 1

(r + 1)3

)

+ Tp,r,et en faisant tendre r vers +∞ :
Rp =

1

p
− 1

2p2
+

1

6p3
+ Tp,où Tp se 
al
ule fa
ilement en utilisant le théorème 9.9. Un 
al
ul simple (
ompa-raison d'une somme de série ave
 une intégrale) permet de voir que :

Tp = O

(

1

p4

)

,
e qui donne pour Rp le développement asymptotique :
Rp =

1

p
− 1

2p2
+

1

6p3
+ O

(

1

p4

)

.9.6. Remarque. Dans l'étude pré
édente, nous avons appliqué plusieurs méthodes
onjointes :(1) tout d'abord nous sommes passé du dis
ret au 
ontinu en 
omparant unesérie ave
 une intégrale ;(2) ensuite, nous avons appliqué une méthode d'intégration par partie ou plut�tune de ses 
onséquen
es évoluées : la formule d'Euler-Ma
laurin.Si nous étions resté dans le 
adre stri
t des séries, nous aurions pu arriver (mais
'est assez pénible) à un développement asymptotique du reste de la série de termegénéral 1/n2 en utilisant la version dis
rète de l'intégration par partie, 
'est-à-direla transformation d'Abel.10. Le théorème de Weierstrass10.1. Présentation du problème. Nous montrons essentiellement les deux ver-sions suivantes du théorème de Weierstrass.Théorème 10.1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle fermé borné [a, b]à valeurs 
omplexes. Il existe une suite de polyn�mes qui 
onverge uniformémentvers f .Théorème 10.2. Soit f une fon
tion 
ontinue sur R, 2π-périodique, à valeurs
omplexes. Il existe une suite de polyn�mes trigonométriques qui 
onverge unifor-mément vers f .Nous donnons sous forme d'exer
i
es diverses démonstrations de 
es résultats.En parti
ulier nous insistons sur l'importan
e de la notion de noyau positif. Nousterminons en donnant une version améliorée de 
es résultats, exprimée en termed'opérateurs positifs (Théorème de Bohman et Korovkin).10.2. La démonstration élémentaire d'Henri Lebesgue.
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i
e 1 (Méthode 1) Soit x un élément du segment [−1, 1]. Posons
u = 1 − x2, don
 |x| =

√
1 − u. En 
on
lure que la fon
tion f(x) = |x| est sur

[−1, 1] limite uniforme d'une suite de fon
tions polynomiales.Exer
i
e 2 (Méthode 2) Dé�nissons une suite de fon
tions polynomialesà 
oe�
ients réels par
{

P0(x) = 0
Pn(x) = Pn−1(x) + 1

2

(

x − P 2
n−1(x)

)

pour n ≥ 1Montrer que la suite Pn 
onverge uniformément sur [0, 1] vers √
x.En 
on
lure que |x| est sur [−1, 1] limite uniforme d'une suite de fon
tions po-lynomiales.10.2.2. La méthode de Lebesgue.Exer
i
e 3 Soit C[0, 1] l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur [0, 1] à valeursdans R, muni de la norme uniforme. Soit A le sous espa
e de C[0, 1] 
onstitué desfon
tions 
ontinues a�nes par mor
eaux.a) Montrer que A = C[0, 1].b) Montrer que les fon
tions 
onstantes et les fon
tions du type (x−a+|x−a|)forment un système générateur pour A.
) Soit P le sous espa
e des fon
tions polynomiales de [0, 1] dans R. Montrerque P = C[0, 1]d) Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R, montrer que tout élément de

C[a, b] (espa
e des fon
tions 
ontinues de [a, b] dans R) est limite uniforme d'unesuite de fon
tions polynomiales.e) Démontrer un résultat analogue pour CC[a, b], espa
e des fon
tions 
onti-nues de [a, b] dans C.10.3. Les noyaux positifs.Exer
i
e 4 Soit
Iδ(x) = {y | 0 ≤ y ≤ 1 et |x − y| ≥ δ}Soit (Kn)n une suite de fon
tions de deux variables réelles à valeurs réelles tellesque a) Pour tout x ∈ R on a
∫ 1

0

Kn(x, y)dy = 1 n = 1, 2, · · ·b) Pour tout x ∈ R on a
lim

n→∞

∫

Iδ(x)

Kn(x, y)dy = 0 δ > 0
) Les Kn sont positifs,
Kn(x, y) ≥ 0 n = 1, 2, · · ·Soit f une fon
tion 
ontinue à valeurs 
omplexes sur [0, 1]. Dé�nissons

An(f)(x) =

∫ 1

0

Kn(x, y)f(y)dy.



36 ROBERT ROLLANDMontrer que pour tout x ∈ [0, 1],
lim

n→∞
An(f)(x) = f(x)et que si dans l'hypothèse b) la 
onvergen
e est uniforme par rapport à x alors An(f)
onverge uniformément vers f .Exer
i
e 5 Soit [a, b] un segment tel que a < 0 < b. On 
onsidère une suite

(φn)n de fon
tions réelles intégrables sur [a, b] satisfaisant àa) Pour tout entier n > 0 on a
∫ b

a

φn(t)dt = 1b) Pour tout η > 0 tel que [−η, η] ⊂ [a, b]

lim
n→∞

(∫ −η

a

φn(t)dt +

∫ a

η

φn(t)dt

)

= 0
) Pour tout entier n > 0 on a
φn ≥ 0.Etant donnée une fon
tion f 
ontinue sur R on pose

φn ⋆ f(x) =

∫ b

a

f(x − t)φn(t)dt.Montrer que la suite (φn ⋆ f)n 
onverge uniformément vers f sur tout 
ompa
t.Exer
i
e 6 Soit f une fon
tion 
ontinue périodique de période 2π. On pose
ak =

1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt)dt,

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt)dt,puis
Sn(f)(x) =

a0

2
+

n
∑

k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)),et
σn(f)(x) =

1

n

n−1
∑

k=0

Sk(f)(x).Montrer que
Sn(f)(x) =

1

π

∫ π

−π

f(x + t)
sin
((

n + 1
2

)

t
)

2 sin
(

t
2

) dtet que
σn(f)(x) =

1

nπ

∫ π
2

−π
2

f(x + 2t)

(

sin(nt)

sin(t)

)2

dt.Montrer que σn(f)(x) 
onverge uniformément vers f(x) (théorème de Fejér).
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i
e 7 Posons (noyau de Landau)
Qn(x) =

{

cn(1 − x2)n si − 1 ≤ x ≤ 1
0 si x > 1 ou x < −1où cn est 
hoisi de telle sorte que

∫ 1

−1

Qn(x)dx = 1.Montrer que si x ∈ [0, 1] alors
(1 − x2)n ≥ 1 − nx2,puis que

cn ≤
√

n.Soit f une fon
tion 
ontinue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) = 0. Étudier
Qn ⋆ f(x) =

∫ 1

0

f(t)Qn(x − t)dtoù x ∈ [0, 1]. En 
on
lure le théorème de Weierstrass.Exer
i
e 8 Soit f une fon
tion 
ontinue sur [0, 1]. Posons (polyn�mes deBernstein)
Bn(f)(x) =

n
∑

p=0

Cp
nf
( p

n

)

(1 − x)n−pxp.On se propose de montrer que la suite (Bn(f))n≥1 
onverge uniformément vers f .a) Posons rp(x) = Cp
n(1 − x)n−pxp, montrer que

n
∑

p=0

rp(x) = 1,

n
∑

p=0

prp(x) = nx,

n
∑

p=0

p(p − 1)rp(x) = n(n − 1)x2.(On pourra utiliser le développement de (x + y)n).b) Cal
uler
n
∑

p=0

(p − nx)2rp(x).
) On sait que ∀ǫ > 0, ∃δ > 0 t.q. |x − x′| ≤ δ implique |f(x) − f(x′)| ≤ ǫ.On étudiera alors la somme
n
∑

p=0

(

f(x) − f
( p

n

))

rp(x)en la dé
omposant en deux suivant que |p − nx| ≤ δn ou que |p − nx| > δn et on
on
lura.



38 ROBERT ROLLAND10.4. Les opérateurs positifs.Exer
i
e 9 Soit K un espa
e topologique 
ompa
t et C(K) l'espa
e desfon
tions 
ontinues sur K à valeurs réelles normé par
‖f‖ = sup

x∈K
|f(x)|.Soit T un opérateur linéaire de C(K) dans lui même tel que

∀f ∈ C(K), f > 0 =⇒ T (f) ≥ 0.On dit alors que T est un opérateur positif.Montrer que T est un opérateur 
ontinu et que
‖T ‖ = ‖1K‖,où 1K est la fon
tion 
onstante valant 1 sur K.Exer
i
e 10 Soit Bn l'opérateur de C[0, 1] dans lui même dé�ni par

Bn(f)(x) =

n
∑

k=0

(

n
k

)

xk(1 − x)n−kf

(

k

n

)

.Cal
uler ‖Bn‖.Exer
i
e 11 Soit f une fon
tion 
ontinue périodique de période 2π. Onreprend les notations de l'exer
i
e 6. La fon
tion f peut être 
onsidérée 
ommeélément de C⋆ = C(T ) où T est le tore R/(2πZ). On dé�nit don
 sur C⋆ l'opérateur
Sn par

Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)Dn(t − x)dtave

Dn(t) =

sin
(

(2n + 1) t
2

)

2 sin
(

t
2

)(noyau de Diri
hlet)et l'opérateur σn par
σn(f)(x) =

1

π

∫ π

−π

f(t)Kn(t − x)dtave

Kn(t) =

1

2n

(

sin
(

nt
2

)

sin
(

t
2

)

)2a) Montrer que σn est un opérateur positif et que ‖σn‖ = 1.b) Montrer que pour tout n, Sn n'est pas un opérateur positif. Montrer que
‖Sn‖ =

1

π

∫ π

−π

|Dn(t)|dt =
4

π2
log(n) + O(1).Un nombre x étant �xé, 
al
uler la norme de la forme linéaire Sx

n sur C⋆ dé�niepar
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Sx

n(f) = Sn(f)(x).Exer
i
e 12 (Théorème de Bohman et Korovkin)Soit K un espa
e topologique 
ompa
t possédant au moins deux points et C(K)l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur K à valeurs réelles normé par
‖f‖ = sup

x∈K
|f(x)|.Soient f1, f2, · · · , fm des éléments de C(K) véri�ant la propriété

(1)































Il existe m fon
tions 
ontinues réelles
a1, a2, · · · , am dé�nies sur K, telles que la fon
tion
Q(x, y) =

∑m
i=1 ai(y)fi(x) satisfasse à

a)Q(x, y) ≥ 0
b)Q(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.Soit Ln une suite d'opérateurs positifs de C(K) dans lui-même véri�ant :pour tout i(i = 1, · · · , n) la suite (Ln(fi))n 
onverge vers fi dans C(K).Le but du problème est de démontrer que dans 
es 
onditions pour toute fon
tion

f ∈ C(K) la suite (Ln(f))n 
onverge vers f .Partie I. Soit E le sous-espa
e ve
toriel de C(K) engendré par f1, f2, · · · , fm.a) Montrer que si f ∈ E la suite (Ln(f))n 
onverge vers f .b) Montrer qu'il existe g ∈ E tel que pour tout x ∈ K on ait g(x) > 0.Soit y �xé dans K. On note Qy la fon
tion dé�nie par Qy(x) = Q(x, y). On note
φn la fon
tion dé�nie par φn(y) = Ln(Qy)(y).
) Montrer que la suite (φn)n 
onverge uniformément vers 0.d) Montrer qu'il existe M0 > 0 tel que pour tout n on ait ‖Ln(1K)‖ ≤ M0 où
1K est la fon
tion 
onstante valant 1.Partie II. Soit F un élément de C(K × K). Si y ∈ K notons Fy la fon
tiondé�nie par Fy(x) = F (x, y). Supposons en outre que F (x, x) = 0 pour tout x ∈ K.a) Soit ǫ > 0 montrer qu'il existe un 
ompa
t A ⊂ K × K tel que

(x, y) /∈ A =⇒ |F (x, y)| ≤ ǫ,

m = inf
(x,y)∈A

Q(x, y) > 0.Notons alors
M = sup

(x,y)∈A

|F (x, y)|.b) Montrer que pour tout 
ouple (x, y) ∈ K × K on a
|F (x, y)| ≤ ǫ +

M

m
Q(x, y).
) En 
on
lure qu'il existe un entier N tel que ∀n ≥ N, ∀y ∈ K on ait
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|Ln(Fy)(y)| ≤ (M0 + 1)ǫ.Partie III. Soit f un élément de C(k). On pose

F (x, y) = f(x) − f(y)

g(y)
g(x).En utilisant les résultats pré
édents, montrer que la suite (Ln(f))n 
onverge vers

f . Appli
ations.a) On prend K = [0, 1], m = 3, f1 = 1K , f2 = x, f3 = x2. on véri�eraave
 Q(x, y) = (y − x)2 que 
e système satisfait bien à la 
ondition (1). On prend
Ln = Bn (opérateur de Bernstein). Retrouver ainsi les résultats de l'exer
i
e 8.b) On prend K = T = R/(2πZ), m = 3, f1 = 1K , f2 = cos(x), f3 =
sin(x). On véri�era ave
 Q(x, y) = 1− cos(x− y) que 
e système satisfait bien à la
ondition (1). On prend Ln = σn (opérateur de Fejér). Retrouver ainsi les résultatsde l'exer
i
e 6. 11. interpolation de Lagrange11.1. Introdu
tion au problème. L'interpolation est un sujet très vaste liéaux questions d'approximation des fon
tions. Très grossièrement il s'agit de trou-ver dans une 
lasse �xée de fon
tions (par exemple les fon
tions polynomiales) unélément réalisant un 
ertain nombre de 
ontraintes. Souvent 
es 
ontraintes sontliées à la donnée d'une fon
tion f qu'on 
her
he à appro
her par un pro
édé d'in-terpolation (par exemple la fon
tion 
her
hée doit prendre la même valeur que f endes points donnés). On se trouve alors 
onfronté à plusieurs problèmes de naturesdi�érentes. Tout d'abord un problème algébrique, 
elui de trouver le ou les élémentsde la 
lasse 
hoisie qui réalise les 
ontraintes. Ensuite un problème d'approximationqui 
onsiste lorsqu'on est parti d'une fon
tion f à mesurer la qualité de l'approxi-mation théorique obtenue. En�n un problème algorithmique, 
elui de déterminerun algorithme performant qui permette de 
al
uler fa
ilement et de manière aussiexa
te que possible la ou les solutions.11.2. Partie d'algèbre linéaire pure : l'interpolation. Soient x0, x1, ..., xn desnombres 
omplexes distin
ts et y0, y1, ..., yn des nombres 
omplexes. Il s'agit detrouver un polyn�me P (X) véri�ant P (xk) = yk pour toutes les valeurs de k 
om-prises entre 0 et n.11.3. L'aspe
t algébrique.Existen
e de solutions. Notons C[X ] l'espa
e des polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexeset Cn[X ] le sous espa
e des polyn�mes à 
oe�
ients 
omplexes de degré inférieurou égal à n. Considérons alors l'appli
ation linéaire T de C[X ] dans Cn+1 quià un polyn�me P (X) fait 
orrespondre (P (x0), P (x1), ..., P (xn)). On voit que lenoyau Ker(T ) de l'appli
ation T est l'espa
e 
onstitué des multiples du polyn�me
N(X) = (X − x0)(X − x1)...(X − xn) et qu'on peut é
rire

C[X ] = Cn[X ]
⊕

Ker(T ).Ce
i nous montre que la restri
tion de T à Cn[X ] est une bije
tion de Cn[X ] sur
Cn+1.
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 le suivantThéorème 11.1. Pour tout élément (y0, y1, ..., yn) de Cn+1 il existe un polyn�me
P (X) de degré ≤ n et un seul (polyn�me d'interpolation de Lagrange) tel que
P (xk) = yk (0 ≤ k ≤ n). Tout polyn�me Q(X) (de degré quel
onque) véri�antaussi Q(xk) = yk (0 ≤ k ≤ n) s'é
rit sous la forme

Q(X) = P (X) + K(X)N(X).E
riture sous la forme naturelle (base des mon�mes). Si on 
her
he à trouverexpli
itement le polyn�me de Lagrange é
rit sous la forme habituelle P (X) =
a0 + a1X + ... + anXn on est amené à résoudre le système de n + 1 équationsen les n + 1 in
onnues a0, ..., an















a0 + a1x0 + ... + anxn
0 = y0

a0 + a1x1 + ... + anxn
1 = y1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a0 + a1xn + ... + anxn

n = yn.Ce système est un système de Vandermonde dont on sait bien sûr qu'il admetune solution unique. Nous fournirons ultérieurement un algorithme pour résoudre 
esystème plus rapidement que ne le ferait une méthode 
lassique 
omme la méthodedu pivot par exemple.E
riture sous forme de Lagrange. Ainsi le 
al
ul des 
oe�
ients ai du polyn�me
her
hé se ramène à la résolution d'un système de Vandermonde. Sans être très
ompliqué 
e
i n'est 
ependant pas immédiat. Or il peut se faire qu'on n'ait pasabsolument besoin des 
oe�
ients ai et qu'on puisse se satisfaire d'exprimer lepolyn�me d'interpolation dans une base mieux adaptée que la 
lassique base desmon�mes. Dans 
et ordre d'idée, introduisons les n + 1 polyn�mes Lk(X) (où 0 ≤
k ≤ n) qui véri�ent

{

Lk(xk) = 1
Lk(xj) = 0 (j 6= k).D'après l'étude qui pré
ède le polyn�me Lk(X) existe et est unique. On véri�eaisément que Lk(X) s'é
rit expli
itement sous la forme

Lk(X) =
(X − x0)...(X − xk−1)(X − xk+1)...(X − xn)

(xk − x0)...(xk − xk−1)(xk − xk+1)...(xk − xn)
.Ces polyn�mes forment une base de Cn[X ] et le polyn�me d'interpolation s'ex-prime dans 
ette base

P (X) =

n
∑

k=0

ykLk(X).Il est intéressant de remarquer que le polyn�me Lk(X) s'é
rit aussi
Lk(X) =

N(X)

(X − xk)N ′(xk)où N(X) = (X − x0)(X − x1)...(X − xn).
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riture sous la forme de Newton. L'in
onvénient des polyn�mes Lk(X) est que
ha
un d'eux fait intervenir tous les points d'interpolation et don
 si on rajoute unnouveau point tout 
al
ul fait à partir des polyn�mes Lk(X) doit être entièrementrefait.Prenons alors les polyn�mes Nk(X) = (X−x0)(X−x1)...(X−xk−1) où 0 ≤ k ≤ n(ave
 N0 = 1). Ces polyn�mes forment aussi une base de Cn[X ] et le polyn�med'interpolation se dé
ompose sur 
ette base sous la forme de Newton
P (X) =

n
∑

k=0

bkNk(X).Le problème est alors de 
al
uler les 
oe�
ients bk. Pour 
e faire dé�nissons lesdi�éren
es divisées su

essives des valeurs yi par rapport aux points xi

[y0] = y0

[y0, y1, ..., yk] =
[y1, ..., yk] − [y0, ..., yk−1]

xk − x0Théorème 11.2. Les 
oe�
ients de la dé
omposition du polyn�me d' interpolationde Lagrange de degré n dans la base de Newton sont donnés par
bk = [y0, y1, ..., yk]où

0 ≤ k ≤ n.Preuve. La formule à démontrer est 
lairement vraie si on a n = 0. Supposons laformule vraie pour les polyn�mes de degré n− 1 interpolant en n points. Soit alors
Pn−1(X) le polyn�me d'interpolation de Lagrange asso
ié aux points x0, x1, ..., xn−1et aux valeurs y0, y1, ..., yn−1, Qn−1(X) le polyn�me d'interpolation de Lagrangeasso
ié aux points x1, x2, ..., xn et aux valeurs y1, y2, ..., yn et

P (X) =

n
∑

k=0

bkNk(X)le polyn�me d'interpolation de Lagrange asso
ié aux points x0, x1, ..., xn et auxvaleurs y0, y1, ..., yn. Il est fa
ile de voir que
Pn−1(X) =

n−1
∑

k=0

bkNk(X)si bien qu'il reste simplement en vertu de l'hypothèse de ré
urren
e à établir laformule pour le 
oe�
ient bn.Pour 
ela dé�nissons
P̃n(X) =

(X − x0)Qn−1(X) − (X − xn)Pn−1(X)

xn − x0
.On véri�e que

P̃n(xi) = yipour 0 ≤ i ≤ n. Don

P̃n(X) = P (X).En égalant les 
oe�
ients du terme de degré n dans l'expression des polyn�mes Pnet P̃n on obtient la relation 
her
hée.
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omparant l'expression de Newton du polyn�me Pk d'interpolation en k + 1points ave
 
elle de Lagrange on trouve en regardant les 
oe�
ients des termes dedegré k

[y0, y1, ..., yk] =

k
∑

j=0

yj

N ′
k+1(xj)

.Il est 
lair dans 
ette représentation que le rajout d'un nouveau point ne fait querajouter un nouveau terme au polyn�me, les autres termes restant identiques.11.4. L'aspe
t algorithmique.Le 
al
ul des di�éren
es divisées. L'algorithme des di�éren
es divisées est très simple.Il utilise l'é
riture du polyn�me d'interpolation sous la forme de Newton. Les 
oef-�
ients sont alors 
al
ulés par la formule de ré
urren
e établie pré
édemment
[y0] = y0

[y0, y1, ..., yk] =
[y1, ..., yk] − [y0, ..., yk−1]

xk − x0
.si bien que le 
al
ul se fait 
onformément à la �gure 7.Le nombre d'opérations à e�e
tuer est en O(n2).
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H
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Fig. 7. Le 
al
ul des di�éren
es divisées



44 ROBERT ROLLANDRésolution d'un système de Vandermonde. Nous avons vu que le 
al
ul e�e
tif des
oe�
ients du polyn�me d'interpolation de Lagrange dans la base naturelle desmon�mes passe par la résolution d'un système de Vandermonde. Voi
i un algo-rithme qui permet de résoudre un tel système. Cet algorithme est basé en fait surl'algorithme de Hörner pour l'évaluation de polyn�mes. Il est plus rapide que les al-gorithmes dire
ts de résolution des systèmes linéaires généraux 
omme la méthodedu pivot de Gauss ou la méthode de Householder qui sont en O(n3) alors que nousobtenons i
i un algorithme en O(n2).Soit N un entier ≥ 2. Etant donné x = (x1, x2, ..., xN ) un N-uplet de réels deuxà deux distin
ts on note B la matri
e
B =















1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xN

x2
1 x2

2 · · · x2
N... ... ...

xN−1
1 xN−1

2 · · · xN−1
N













On 
her
he à résoudre le système
BW = Qoù Q est la matri
e 
olonne 
onstituée des se
onds membres q1, q2, · · · , qN du sys-tème et où W est la matri
e 
olonne 
onstituée des in
onnues w1, w2, · · · , wN dusystème.Pour tout entier j véri�ant 1 ≤ j ≤ N on pose

Pj(x) =
N
∏

n=1

n 6=j

x − xn

xj − xn
.

Pj est don
 un polyn�me en x de degré N − 1 qui peut s'é
rire
Pj(x) =

N
∑

k=1

Aj,kxk−1En e�e
tuant le produit de la matri
e A = (Aj,k)j,k par la matri
e B on 
onstateque
AB = (Pj(xk))j,k
e qui prouve que A est l'inverse de B.On peut alors é
rire que W=AQ. On obtient ainsi les formules
wj =

N
∑

k=1

Aj,kqk.Nous allons dans la suite mettre en pla
e une méthode de résolution qui 
al
uleles 
oe�
ients des polyn�mes Pj , don
 qui 
al
ule l'inverse de la matri
e B.Pour
al
uler les 
oe�
ients de Pj on sera amené à 
al
uler les 
oe�
ients de
Nj(x) =

N
∏

n=1

n 6=j

(x − xn)



OUTILS ÉLÉMENTAIRES DE L'ANALYSE 45et aussi le dénominateur intervenant dans la formule qui dé�nit Pj , 
'est à dire lenombre Nj(xj).Posons
P (x) = (x − x1)(x − x2)...(x − xN )

P (x) est don
 un polyn�me de degré N qui s'é
rit sous la forme :
P (x) = xN + cNxN−1 + ... + c2x + c1Montrons tout d'abord 
omment si on 
onnaît les 
oe�
ients cj on peut 
al
ulerles 
oe�
ients du polyn�me

Nj(x) =

N
∏

n=1

n 6=j

(x − xn)Pour 
ela posons
Nj(x) = bNxN−1 + ... + b2x + b1On véri�e immédiatement sur l'expression de Nj(x) que le 
oe�
ient du termede plus haut degré est 1. En remarquant que P (x) = Nj(x)(x − xj) on établit laformule

bk−1 = ck + xjbk.Si bien que
{

bN = 1
bk−1 = ck + xjbkConnaissant les 
oe�
ients de Nj il est alors fa
ile de 
al
uler le dénominateur

Nj(xj) intervenant dans la dé�nition de Pj .En e�et posons tN = bN = 1 et dé�nissons pour tout k ≤ N

tk−1 = xjtk + bk−1On 
onstate alors que t1 = Nj(xj), le 
al
ul proposé pour Nj(xj) n'étant rien d'autre que l'algorithme de Horner.Il reste maintenant à 
al
uler les 
oe�
ients cj de P .Pour tout entier k véri�ant 1 ≤ k ≤ N on dé�nit
Qk(x) = (x − x1)(x − x2)...(x − xk)et on é
rit Qk sous la forme

Qk(x) = xk + αk,kxk−1 + αk,k−1x
k−2 + ... + αk,1Il est fa
ile de voir sur l'expression de Q1(x) = x − x1 que α1,1 = −x1.De la formule

Qk(x) = Qk−1(x)(x − xk).dé
oulent pour k = 2, 3, ..., N les formules
αk,k = αk−1,k−1 − xk

αk,j = αk−1,j−1 − xkαk−1,j j = k − 1, ..., 2
e qui a
hève l'algorithme.On peut voir que le nombre d'opérations à faire dans 
et algorithme est en
O(N2), la partie la plus 
oûteuse étant le 
al
ul des 
oe�
ients ck.11.5. Partie approximation.



46 ROBERT ROLLAND11.5.1. Un exemple. On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [0, 6] parl'équation :(7) y = f(x) = 6

(

sin
(π(x − 3)

6

)

+ 1

)

.Remarque : Cette fon
tion peut représenter l'élévation du niveau de la mer pourune marée en fon
tion du temps. La variable x est alors l'heure marée (1/6 dutemps de passage de la basse mer à la haute mer) tandis que y représente le nombrede 1/12e (1/12 de la di�éren
e de niveau exprimé en mètre entre la haute mer etla basse mer). Nous allons 
her
her un polyn�me qui appro
he 
ette fon
tion sinussur 
et intervalle. Le point d'in�exion nous donne à penser qu'il faut tenter une
ubique pour être � dans la forme �.Nous allons don
 
her
her le polyn�me d'interpolation P de degré ≤ 3 tel que :
• P(0)=f(0)=0 ;
• P(3)=f(3)=6 ;
• P(6)=f(6)=12 ;
• P'(0)=f'(0)=0.Les 
onditions P (0) = 0 et P ′(0) = 0 imposent que :

P (x) = x2(ax + b).Les deux autres 
onditions donnent respe
tivement :
9a + 3b = 2,

18a + 3b = 1,d'où :
{

a = − 1
9

b = 1Le polyn�me 
her
hé est don
 :
P (x) = −1

9
x3 + x2.Nous avons représenté le graphe de P sur la �gure 8.11.5.2. Qualité des approximations. A�n d'évaluer la pré
ision des deux approxi-mations g(x) et P (x) de la fon
tion f(x), nous allons majorer les quantités :

sup
x∈[0,6]

|f(x) − g(x)|et
sup

x∈[0,6]

|f(x) − P (x)|,
'est-à-dire les normes uniformes ||f − g||∞ et ||f −P ||∞ sur l'intervalle [0, 6]. (Lesmeilleures majorations seront primées !)
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Axe des X gradué en heure marée

Axe des Y gradué en 1/12 de marnage
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Fig. 8. Approximation 
ubique11.5.3. Un outil fondamental : le théorème de division des fon
tions di�érentiables.Théorème 11.3. Soit f une fon
tion réelle dé�nie sur R de 
lasse Cp+1, où p estun entier naturel. On suppose que f s'annule en un point a de R. Alors il existeune unique fon
tion 
ontinue g(x) telle que :
f(x) = (x − a)g(x).Cette fon
tion g est de 
lasse Cp et pour tout 0 ≤ q ≤ p :(8) |g(q)(x)| ≤ 1

q + 1
sup

t∈[a,x]

|f (q+1)(t)|.
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Axe des X gradué en heure marée

Axe des Y gradué en 1/12 de marnage
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Fig. 9. Comparaison entre le sinus et la 
ubiqueDémonstration. La fon
tion g est né
essairement dé�nie par :(9) g(x) =

{

f(x)
x−a si x 6= a,

f ′(a) si x = a.On 
onstate en distinguant le 
as où x = a de 
elui où x 6= a que :
g(x) =

∫ 1

0

f ′(a + (x − a)u)du.Sous 
ette dernière forme, d'après le théorème de dérivation sous le signe intégrale,on voit que la fon
tion g(x) est de 
lasse Cp et que pour tout 0 ≤ q ≤ p

g(q)(x) =

∫ 1

0

uqf (q+1)(a + (x − a)u)du,
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e qui nous donne la formule (8). �11.5.4. Majoration de l'erreur dans une interpolation. Soit f une fon
tion de 
lasse
Cn+1, P le polyn�me d'interpolation de Lagrange qui prend les mêmes valeurs que
f aux points x0, x1, ..., xn et I un intervalle 
ompa
t 
ontenant x, x0, x1, ..., xn.Appliquons alors le théorème 11.3 à f(x) − P (x). On obtient

f(x) − P (x) = (x − x0)g0(x)ave

|g(n)

0 (x)| ≤ 1

n + 1
sup
t∈I

|f (n+1)(t)|(ne pas oublier que P (n+1)(x) = 0), puis
g0(x) = (x − x1)g1(x)ave


|g(n−1)
1 (x)| ≤ 1

n
sup
t∈I

|g(n)
0 (t)|,et ainsi de suite. Si bien que :(10) |f(x) − P (x)| ≤ 1

(n + 1)!
|(x − x0)(x − x1)...(x − xn)| sup

t∈I
|f (n+1)(t)|.Remarque 11.4. Cette démonstration permet d'établir de la même façon une ma-joration dans le 
as d'une interpolation de Lagrange-Sylvester.11.5.5. Les majorations. Si on ne regarde pas de plus près, on pourrait 
roire quenous avons fait une interpolation de Lagrange-Sylvester par un polyn�me de degré

3 sous les 
onditions d'interpolation :
P (0) = f(0) P (3) = f(3) P (6) = f(6) P ′(0) = f ′(0).Mais en fait on 
onstate qu'ave
 
e même polyn�me de degré 3 on a aussi P ′(6) =

f ′(6). Don
 on a e�e
tué en fait une interpolation de degré 4, dont le 
oe�
ient duterme de plus haut degré est nul. On peut don
 appliquer la majoration (10) et laremarque 11.4 à 
et ordre et on obtient :
|f(x) − P (x)| ≤ 1

5!
|x2(x − 3)(x − 6)2| sup

t∈[0,6]

|f (5)(t)|.Ce
i nous donne :
|f(x) − P (x)| ≤ 1

120
× 6 ×

(π

6

)5

|x2(x − 3)(x − 6)2|,

|f(x) − P (x)| ≤ 1

120
× 6 × 1

25
|x2(x − 3)(x − 6)2|.Pour étudier la borne supérieure de la fon
tion |x2(x−3)(x−6)2| qui est symétriquepar rapport à x = 3, il su�t de 
her
her son maximum sur [0, 3]. Sur 
et intervalle
ette fon
tion est x2(3 − x)(x − 6)2 et sa dérivée s'annule pour 0 et 15−3

√
5

5 . Lemaximun est atteint en 15−3
√

5
5 et est majoré par 70. En 
onséquen
e :

|f(x) − P (x)| ≤ 1

120
× 6 × 1

25
× 70,

|f(x) − P (x)| ≤ 0.14Remarque 11.5. Un 
al
ul à la ma
hine montre qu'il semble que le maximum soitpro
he de 0.12 (pour x ≈ 1.7).


