Fiche 103 Niveau:1 Jaune

Lemme de Gronwall discret

1 Introduction

Le lemme de Gronwall sous sa forme originelle donnée par Thomas Hakon Gronwall (1877-1932) en
1919, s’exprime de la facon suivante :

Soit f une fonction positive sur un intervalle [a, b] telle qu’il existe deux constantes A > O et B > 0
pour lesquelles 1’inégalité suivante est vérifiée :

t
fO) <A+ B [ f6)6)
Alors on a la majoration suivante pour tout ¢ € [a, b] :

f(t) < AePlt-a),

Ce lemme, ainsi que ses généralisations, sont tres utiles dans 1I’étude des équations différentielles. On
peut a ce propos se référer, par exemple, au cours “Equations Différentielles ordinaires de R. Rolland,
Lemme 2.2.5 page 287, qui se trouve a I’adresse web suivante :

http ://robert.rolland.acrypta.com/index.php/upload/analysis.
On y trouvera la version suivante du lemme de Gronwall :

Lemme (Gronwall). Soient f, g, h trois fonctions réelles continues, d’une variable réelle, définies sur
Uintervalle [ty, a] et > 0 sur cet intervalle. On suppose que pourt € [ty,al :

f@sawﬁ/mwmmM (1)

to

Alorsona:

f<t>f;g<t>+Jif[g<v>h<v>exp ([ ntan)] av o)

Il existe des versions discretes du lemme de Gronwall, ou les fonctions d’une variable réelle sont
remplacées par des fonctions d’une variable entiere, ¢’est-a-dire des suites, et ou les intégrales sont
remplacées par des séries. Le probléme suivant en propose une version.

2 Probléeme

Soient (a,,)n>0 et (by)n>o0 deux suites telles que pour tout n > 0 on ait : a,, > 0 et b, > 0.



On suppose qu’il existe une constante M > 0 telle pour tout n > 0

st S M+ aghy. (3)

k=0

Nous nous proposons de montrer que pour tout n > 0 on a I’inégalité suivante :

o1 < Mexp <Z bk> . @)

k=0

1) Pour tout n > 0 onnote S, =y __, by, et on pose S_; = 0. Soit p la fonction en escalier qui sur
tout intervalle [S,_1, S,[ (ot p > 0) prend la valeur p(t) = a,.

a) Montrer que pour tout n > 0

n Sn
> aphy = / p(t)dt. (5)
k=0 0

b) Montrer que pour tout réel ¢ > 0

o<+ [ ' o(s)ds. ©

2) Supposons que 0 <t < 5,,41.

a) Montrer que
p(t) <M+t sup aj.

0<j<n+1
b) Montrer que pour tout entier k£ > 0
2 tk e+
A s

¢) En conclure que pour tout £ on a
p(t) < Mexp(t).

3) Montrer que pour toutn > 0

apy1 < Mexp <Z bk) .

k=0

4) Enoncer et démontrer une version un peu plus générale du résultat précédent qui calque la version
continue donnée dans le lemme cité en introduction. On pourra reprendre la démonstration donnée
dans le document cité en introduction et en faire une version discrete.



3 Solution
1) La fonction p est la fonction en escalier dont les marches sont construites sur les intervalles
(Sp-1,Sp) et sont de hauteurs a,,.
a) Il est facile de calculer son intégrale sur [0, S,,] :

n

/0 o)t =3 (Sk - Sk 1) a,

k=0

c’est-a-dire :

Sn n
0 k=0

b) Supposons S,, <t < S,;1. On a donc p(t) = a,; ainsi que

n S ¢
Zakbk = / p(s)ds < / p(s)ds. (7)
o 0 0

2) Supposons 0 < t < S, 1. Alors il existe £ < ntel que Sy <t < Siy1.

a) En reportant I’inégalité (9) dans I’inégalité (3) on obtient pour Sy < t < Sy 1 :

t
apr1 = p(t) < M +/ p(s)ds, (8)
0

et en majorant p(s) sur I'intervalle [0, ] par son maximum sur I’intervalle [0, S,, 1], c’est a dire par
SUPg<j<n+1 @j, ON Obtient :

g1 <M+t sup ay,
0<j<n+1

ou encore :
p(t) <M+t sup aj. )

0<j<n+1

b) En réinjectant I’inégalité (9) dans I’intégrale qui intervient dans 1’inégalité (8) on obtient

/2
p(t) <M+ Mt+ M~ sup aj,
2l o<j<ntr
puis successivement pour tout k :
tk
p(t) <M+ Mt+---+M-— sup aj.
k! o<j<nt

En faisant tendre k vers +oo on obtient :

p(t) < Mexp(t).

3) 11 suffit maintenant d’utiliser la formule précédente avec ¢t = .S,, pour obtenir le résultat voulu.

4) Enongons dans un premier temps la transcription discrete du lemme donné en introduction :



Lemme. Soient (a,)n>0, (by)n>0 €t (¢n)n>0 trois suites a termes > 0 telles que pour tout n > 0 on

ait :

n
(pg1 < Cpg1 + Z aby.
k=0
Alors pour toutn > Oona:

(pg1 < Cpg1 + chbkexp ( Z 9j) .

k=0 j=k+1

Démonstration. On note pour toutn > 0 :

Sp= be, Fu=) agby, 2= Fuexp(—5,).
k=0 k=0

En outre on pose
F_1 =0et Z_1 = 0.

Remarquons qu’en multipliant tous les termes de 1’inéquation (10) par b,,; on obtient
an—l—lbn—i—l S Cn+1bn+1 + Fnbn—l—la

ou encore
Foin— F,— Fbyir < Cpy1bngt.
Calculons
Znt1 — 2n = Friexp(=S,11) — Fhrexp(—=S,),
Zn+l — “n = (Fn—H - Fn)exp(_sn—f—l) + by (exp(—Sn+1) - eXp(_Sn)) )

Zp+l — Rn = (FnJrl - Fn)eXp<_Sn+1> - FneXp<_Sn+1> (eXp<bn+1) - 1) .
Comme b, 11 < exp(b,41) — 1, on peut écrire

Zn+1 — ”n S (FnJrl - Fn - Fnanrl)eXp(_SnJrl)u

Zn4+1 — Zn S Cn—i—lbn—l—lexp(_sn—i—l)-
En conséquence par sommation :

n+1

i1l = Zn1 — 201 < Y crbrexp(—Sy).
k=0

En revenant a la définition de z,,,, on en déduit que

n+1 n+1 n+1
F,1 < chbkexp(SnH — Sk) = Z crbrexp( Z b;).
k=0 k=0 Jj=k+1
Or par hypothese
Anit1 S Cn+1 + Z akbk = Cp+1 + Fn
k=0
Donc

pi1 < Cpy1 + Z crbrexp( Z b;).

k=0 j=k+1
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