Fiche 201 Niveau : 2 Orange

Le théoreme de Milntz - Szasz

1 Introduction

Une des activités principales de I'analyse est I'approtiomade fonctions. De ce point de vue le
théoreme le plus célébre est le théoreme d’approximatioielerstrass :

Théoréme 1.1L’espace vectoriel des fonctions polynomiales est densgltsspace vectoriel'[a, b]
des fonctions continues sur un intervalle comgact], muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur ce compact.

Autrement dit, si on considére les fonctions particuliéres, 22, --- 2", - - -, la fermeture pour la
topologie de la convergence uniforme surb] de I'espace vectoriel engendré par ces fonctions est
I'espaceC[a, b] tout entier. On dit que la famillél, z, - - - , 2™, - - - ) est totale dan€’[a, b].

Si on considére maintenant la famille*o, z*t,- .- z* .. .) on peut se poser la question suivante :
a quelle condition cette famille est-elle totale d@ng, b] ? Le theoréme de Mintz - Szasz répond
a cette question. On commencera par établir un théoremerdstél@our I'espacd.?[a, b] puis on
établira le résultat pout'[a, b|.

Il existe diverses démonstrations de ce théoreme. Cellagueproposons ici n'utilise que des outils
élémentaires (mais elle n’est pas simple pour autant) etexjposé qui est fait sur cette question dans
le livre dePhilip J. Davis intitulé Interpolation and Approximation (Blaisdell Publishing @pagny
1963)

2 Probleme

Partie | - Matrices et déterminants de Gram
SoitH un espace de Hilbert dont on ndte) le produit scalaire €t || la norme. Soienty, zs, - - - , z,
des éléments dH. On définit la matrice de Gram relative a ce systeme et somrdigtant par :

(T, 21) (T1,22) -0 (21, 70)

G(.’Elszj-.. 7‘In) — <x27x1> <x27«r2> “ e <x2’xn>

(Xp, 1) (Tp,ma) -+ (Tp, Tp)

et
g(l’) = det (G(xla y L2yt 7xn)) :

1) On définit pourl < i < n le vecteur :

n

Yi = g Qi j Ty,

i=1
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on noteA la matrice(a; ;); ; et A = (a;;); ; Sa trans-conjuguée.
Montrer que : .
G(y17y27 e 7yn> = AG('TD'I% e 7'TTL) A

et que :
9y ye. - yn) = | det(A)]" glar, w2, ).
2) Nous allons montrer quelques propriétés;de,, zo, - - - , z,).
a) Montrer que :
g(x1, w2, ,2,) >0

et queg(zy, zo, - -+ ,x,) = 0 Si et seulement si le systere,, xs, - - - , z,,) est lié.

b) Montrer que :

glwr,wa, - wy) < || |zal[ - - [l

et que I'égalité a lieu si et seulement si le systémex,, - - - , z,,) est orthogonal.

c) Application a l'inégalité d’Hadamard. Sat = (b; ;) ; une matrice a coefficients complexes

ou |b; ;| < M. Montrer que :

| det(B)| < M"™n"/?,

3) On suppose maintenant que les vecteyrs., - - - , x,, sont linéairement indépendants. On note
E = [x1,29,- - ,x,| le sous-espace de dimensiorengendré par ces vecteurs.ySE H on note
0r(y) la distance dg au sous-espace vectoriel
Montrer que :
g(xlwr% Ty Ty y)

g(x1, 20, -, 1)

et que le vecteur de E qui réalise||y — z|| = min,cg ||y — z|| est donné par :

5E(y)2 =

<$1,$1> <$1,$2> <$1>$n> <$1ay>

_q <$2,$1> <$2,$2> <$2>$n> <$2ay>

g(l'l,.fl:?a"' 71'71) (xn,l’1> <.flfn,x2> <[L’n,l'n> <xn7y>
T Ty T 0

Partie Il - Le théoréme de Miintz - Szasz

1) Déterminant de Cauchy. Nous utiliserons dans la suiteéti@rchinant de Cauchy, C’est-a-dire
un déterminant de la forme :

1 1 . 1

a1+b1 a1+b2 a1+bn
1 1 . 1

Dn — az-f—b1 ag-li-bg a2'f.‘bn
1 1 . 1

an+b1 an+ba an+bn

ou les dénominateurs sont non nuls. Montrer que :

H?>j21(ai —a;)(b; — bj)
[[Foi(ai+0;)

D, =



2) Soit(p;)i>1 une suite de nombres réels deux a deux distincts teI&que—%. Soitg un nombre
réel tel quey > —3. On pose :

1
1 ) b
0= min /|$q—a1$p1—a2$p2—---—an93p"| dr ) .
0

{ak}k:1~~~n

Montrer que :

n 2
bi —4q
2q+1H<pi+q+1)

=1

3) Soit(2?),e7 une famille infinie de fonctions puissance distinctegpat —%. Montrer que pour
que cette famille soit totale dans I'espace0, 1] muni de la norme habituelle

Il = ([ rorar) "

il faut et il suffit que la famille des exposants contienne gogep; telle que I'une des conditions
suivantes soit satisfaite :
2. lim;_oop;i=p avec—§ <p< +oo.
+oo 1

3. limjoo p; = +00, p; 0 €Y 77 - = F00.

4) Soit (27),e7 une famille infinie de fonctions puissance distinctegpo& 0. Montrer que pour
que cette famille soit totale dans I'espack), 1] muni de la norme uniforme

IfIl = sup [f(z)]

z€[0,1]

il suffit que I'un des exposanijssoit nul et que la famille des exposants contienne une guttdle
gue I'une des conditions suivantes soit satisfaite :

1. lim;_oo p; = +00, p; # 0 etzJroo L — 4.

3 Solution

Partie | - Matrices et déterminants de Gram

1) Faisons le calcul explicite (et bestial) du coefficiénf de la matriceA G(z1, zo,- - - , ) A.
Pour cela commencons par calculer le coefficignidu produitA G(zq, o, - - - , z).
Cij = Zam (Th, 5) = <Z a; kxk,$g> = (Ui, ).
k=1

On obtient alors :

n n
dz,j - E Cisljs = E a’j,s<yi7xj> =\ Y
s=1 s=1 k

On obtient bien le coefficient d'indidg, j) de la matrice=(y1, y2, -+ , Yn)-

n

%xs> = (Y, ¥j)-

=1
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De cette formule on tire pour le déterminant :

g(y17y27 e 7yn) = det(A)g(x17x27 e 7xn) det(A)

Mais commelet(A) = det(A) on obtient en définitive :
g(y1>y2v e ayn) = |det(A)|2g(x1,x2, e ,[L’n).

2) Quelques propriétés déxq, xo, - - - , x,).

a) SoitFE = [x1,x9, -+, x,] le sous-espace vectoriel engendré par les vectaurs, - - - , z,.
Soit E,, un sous espace de dimensiocontenan¥. Considérons une base orthonornmiég us, - - - , u,,)
deE,. Alors g(uy, us, - - - ,u,) = 1. Par ailleurs, tout vecteur, se décompose sur la bassg); :

n
xT; = E CLZ'JUJ'.
j=1

oua;; = (x;, u;). Soit A la matrice dont les coefficients sont les;. Cette matrice a pour vecteurs
colonnes les vecteurs (décomposeés dans la basg);). En conséquence le determinant dleest
nul si et seulement si les vecteurssont liés. Or :

g(xy, z9, - ,xy) = |det(A)|2g(u1, Ug,*+* yUpy) = |det(A)|2.

Donc .
1. g(ﬂjl,ﬂfg, T 7'Tn) Z O|
2. g(x1, 29, -+ ,x,) = 0 si et seulement si les vecteurssont liés.

b) Soitxy, xs, - - - , x,, des vecteurs linéairement indépendants
(sinon on sait que(xy, za, - -+ , x,) = 0).
Rappelons la méthode d’orthonormalisation de Schmidt :amstuit par récurrence :

T
Y1 =777
|||

et pour toutj > 2 :

1. E,_, estle sous-espace engendrépar,, - - - ,x;_;
(ou ce qui revient au méme paf, yo, - - - , Yj—1)-

2. z; estle vecteur; dont on soustrait sa projection orthogonale Bir; :

zj = x; — Pg,_, (z;),

puis,
y = —2
J
1EAAl
Ainsi les vecteurg, y», - - - , y, forment un systéme orthonormé et pour tout j <nona:
(21,29, - 5] = (Y1, ¥, 5 4]

De ce fait, la matriced qui exprime legy; en fonction des:; est une matrice triangulaire inférieure.
Onadonc:
2 2 2 2
| det(A)|" = |ar1[*[azz2|" - - - |ann]
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etdonc:
1

a1, Plagal* - - Janq|*
Remarquons que le coefficiea}; est le coefficient de:; dans I'expression dg; en fonction de
x1,%g,- - ,x;. Onadonc :

g($17$27 o 7xn)

1

A:: =
n ||{L'] - PEjfl (xJ)H’

dou : ]
— = |z; — Pp;_, (z))]] < |z]l,

23
I'egalité ayant lieu, si et seulement si la projectionidesur E;_; est nulle, c’est-a-dire si et seulement
si x; est orthogonal a tous les oui < j.
On en conclut que :
2 2 2
9@y, xa, - - ) <l o] |7 - [l
I'égalité ayant lieu si et seulement si les vecteuforment un systeme orthogonal.

Remarquons que cette démonstration indique I'intergoétajéométrique suivante : le déterminant
g(z1, 29, -+ ,x,) €st le carré de I'hnypervolume dans I'espace dimensions de I'hyperparallélépi-
péde construit sur les vecteurs

C) Soit(uy, us, - - -, u,) UN Systéme orthonormée. On définit les vecteurs

n
€T; = Z b@jUj.
j=1
Alors on sait d’apres les résultats précédents que :

0 < g(@y, @2, @) = | det(B)[* < || |[* [zl - 2l

Mais comme la bas@y;); est orthonormée,

n
sl [P =D [big* < nM>.

j=1
Donc :
ol (o] 2 - - - |n] [P < (nM?)",
et par suite :
| det(B)] < M"n.
3) SOitE = [z, %2, -+, x,]. En vertu de la formule démontrée a partir de la méthode laboror-

malisation de Schmidt au I-2)b) on peut écrire :
g(xl,..'lfg, T 7xn7y) = g(..'lfl,..'lfg, Cy Tpy )||y - PE(y)||2
Mais ||y — Pg(y)||* est le carré de la distance g@u sous espadg, ce qui prouve la formule :
g(xlax% e 7xn7y)
Su(y) = )
=) 91,22, , Tn)

Soitz = Pg(y) la projection orthogonale dgsur le sous-espadé. Onay = z + (y — z) ety — z
est orthogonal &. En cnséquence pour tauton a

<yv xi) = <Zv xi)
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et ceci caractérise parmi tous les points d&. Si nous écrivons sous la forme :
Z=a121 + asxg + -+ AnTy,
alors les coordonnées, a», - - - a,, sont la solution du systeme :

ar(x1,x1) + ax(x1, x2) - - + a1, 2,) = (21,9)

ar(Ty, x1) + ag(Ty, x2) - 4 @y (Tpy Tn) = (T, y)

Les formules de Cramer nous donnent les valeursigdssus la forme du quotient de déterminants :

(1, 21) (@1,29) -0 (@1,y) -0 (T1,20)

<$2,931> <$2>$2> (932>y> <372a$n>
) e o @y e m)
‘ g(x1, g, )

D’un autre c6té, si on développe suivant la derniere ligne :

<$1,11> <$1,$2> s <$1,$n> <$1ay>

_q <$2,$1> <$2,$2> s <$2,$n> <$2ay>

9@ T T ) em) e (omn) (o)
1 Ty T, 0

en tenant compte des valeursdealculées par les formules de Cramer, on trouve bigh, a;z;.
Partie Il - Le théoréme de Muntz - Szasz

1) Le déterminant de Cauchy. Considéronsde®t lesb; comme des variables indépendantes.
Les dénominateurs sont donc des polynédmes homogenes deldegndis que les numérateurs sont
des polynébmes de degfé Le déterminantD,, est donc une fraction rationnelle de degré. Le
dénominateur commun est

n

H (CLZ' + bj)

ij=1

de degré?, donc
Pn<a17"' 7an7b17”' 7bn>

Dn - )
Hi,j(ai + b))
ouP,(ay, - ,an,by,---,b,) estun polyndme de degré —n. Sia; = a; (aveci # j) alors deux co-
lonnes sontidentiques &, = 0. Il en est de méme 8j = b,. En conséquenct, (ay, - - , an, by, -+, by)

est multiple du polynéme :

n

IT (@i —a;) (e = by).

i>j5>1

Or ce dernier polyndme est exactement de dedré n. En conséquence :

H?>j21(ai — a;)(b; — bj)
[17;=1(ai +b;)
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olic, est une constante. Il reste & montrer que cette constanteRsmarquons que :

1 1 L. 1
a1+b a1+b a1+bn
11 1102 . 1
as+b as+b as+bn
ap,D, = 2' 1 2' 2 2.
an an s an
an+b1 an-+ba an+bn
d’ou on tire tout d’abord que :
1 1 .. 1
a1—1|—b1 a1—1|—b2 N al‘:il‘bn
. b b b,
lim CLnDn — az-.l- 1 az-f— 2 az-‘t- n
ap—+00 : : :
puis :
1 D S 1 0
a1+b1 a1+bs a1+bn—1
1 1 . 1 0
az+by az2+b2 az+bn_1
lim lim a,D, = : : :
bn—+00 an—-+00 1 1 . 1
an—1+b1  ap—1+b2 Ap—1+bp—1
1 1 e 1 1
Par conséquent :
. . anDn Cn
lim  lim =1= )
bp—~+00 ap—+00 Dn—l Cn—1

Comme il est facile de voir qug = 1 on conclut que pour tout on ac,, = 1.

2) Les conditiong; > —% etqg > —% nous permettent de dire que les fonctiariset 27 sont
dansL?0, 1]. C'est dans cet espace de Hilbert que nous allons nous preietenant. Appliquons la
formule : ( )

52:5 2:g$1,$2,"',$n,y.
E<y) 9(33173527"' 7'Tn>

Calculons les produits scalaires :

1
1
(P, x7) :/ 2Pxldr =
0 p+qg+1
En conséquence les deux détermingis, s, - - - , x,,y) €tg(xy, za, - - -, z,,) SONt des déterminants

de Cauchy qu’on sait calculer :

(T1, 9, s Ty y) = H?>j:1<pi_pj)2
g\x1, T2, ) szzl(pl+p]+1)’

H?>j:1(pi —pj)? [1imi (g — pi)?

q+q+1) Hi,j:l(pi +p;+1) H?:l(q +p;+ 1)

g(l’l,l'g,"' 7xn7y) = (

etdonc:

52 — H?:1(q _pi)2
¢+ DL (g +pi+1)*

3) Nous allons étudier ce qu’il se passe dans les trois casipré



1. lim; oo p; = —2 €t 3% (pi + %) = +o0. Ecrivons :

n PH‘l 2
[T (g —pi)? __IL=1<1_'q+§>
1
2

Lt pi+1)? T 1)
[T ( ) I, (1+1;+%)

Commep; — —%Jr on a pour; suffisamment grand

et donc le numérateur :

est borné. D'un autre c6té le dénominateur :

n 2
i+ 3

II<1 p-%2)
q

i=1

diverge verst-oo car la série :
—+00

pH‘%
B

i=1

est divergente. On conséquence le quotient tend ¥ece qui montre que toute fonctiart
(¢ > 0) est approchée par une suite de points du sous espace edhgandies:?:. Comme les
x? pourq entier> (0 forment une suite totale dadg |0, 1], il en est de méme de la familie’:.

2. lim; o p; = pavec—i < p < +oo. Alors:

i P74 P—a
1m = .
imopi+q+1 ptqg+l

Or pourp > —% etq > 0 il est facile de voir que :

pP—9q
p+qg+1

1 P—q
O<e<-(1—|——— .
‘ 2( L+q+1D

Il existen tel que pour tout > n on ait :

Soit

Pi—q P4 |_
pi+q+1 pH+qg+1] "7
et donc:
pitq+1
Le produit :

[T (g —pi)?
(2¢ + DL (g +pi +1)?
converge donc ver8 ce qui montre que pour toyt > 0 x? peut étre approché par une suite
d’éléments dgz/]. Comme la famillex? (¢ entier > 0) est totale dan<.?[0, 1] il en est de
méme de la famille:?:.




3. lim; oo pi = +00, pi £ 0 et> % pi — +00. Dans ce cas on écrit :

Mpr  Ha(-2)
[Timi (g +pi + 1) 0 <1+%1>2'

n

=1
Le numérateur reste borné, tandis que le produit du déndeindiverge vers-oo. On conclut
comme dans les deux cas précédents.

Réciproquement, si la famille”: est totale on doit montrer qu’on se trouve dans un des treipes
cédents. Si la famille des exposaptse contient aucune sous-suite réalisant I'une des troiditons
prévues, c'est que on est dans un des cas suivants :

1. la famille(p) est une suite; telle que
1' i — — <
avec
400 1
> (e g) < +oe
i=1

2. lafamille(p) est une suite; telle que

lim p; = +o0
1——+00
avec
“+oo
— < +00.
Di

=1
3. la famille (p) est une suitey; qui se décompose en deux sous-suites, I'une du premier type,
I'autre du deuxiéme type.

Choisissons un entier > 0 différent de tous lep;. Les calculs faits dans la partie directe de la
démonstration montrent que dans aucun de cesiégsut étre approché aussi prés qu’on veut par
une combinaison linéaire des:.

4) Soitn > 0 etp; > 0, alors

2
" — E a;
i=1

=N

x k i—1
_ a;p;t”
A — | dt
[ (o)

i=1

1 k i—1
_ a;p;t”
< n/ N e
2\ 3
1 k i—1
_ a;p;t”
<n - —| dt
<ol [l

i=1

On voit par cette derniére inégalité qu'on va faire repoadodnne approximation dars0, 1] des
éléments de&”'[0, 1] par des combinaisons linéaires des par la bonne approximation dais|0, 1]

de ces éléments par des combinaisons linéaires gdes Etudions alors les deux cas indiqués pour
cette partie :



1. lim; oop; = 400, p; # 0 et Z‘ff pi = +o0. Avec cette hypothese legi—! vérifient la

condition 3) du résultat de la sectionzprécédente. On conalel la famillez,, _, est totale dans
L?[0,1]. Conjugué avec 'inégalité précédente ce résultat imglique tout:™ oun > 0 peut
étre approché par une combinaison linéaire dgsSi en plus on a un dgsqui est nul, alors

1 est aussi approché (et méme atteint), donc en vertu du théadé Weiersrtrass (les* ou

n > 0 forment une famille totale dans|0, 1]) les z,, forment aussi une famille totale dans
o, 1].

2. lim; . p; = pavecO < p < +oco. Dans ce cas 9 > % on est de nouveau dans un cas
d’application du résultat de la section précedente. On lobmgie la famillex,,; est totale
dansZ?[0, 1], puis que lest,, forment une famille totale dan§[0,1]. Sip < I on ne peut
appliguer directement les résultats de la section prétédmmp — 1 < —%. On travaille alors
avec la famillex®?: ou ¢ est une constante 0 telle quecp; > % Cette famille est alors comme
on vient de voir totale dan§'[0, 1]. Comme l'application dé€0, 1] dans lui méme qui a fait
correspondre:© est bijective en faisant le changement de variable- ¢ on déduit que la
famille 2’7 est totale dan€’[0, 1], ce qu’on voulait prouver.

Auteur : Robert Rolland
Diffusé par I'’Association ACrypTA

10



