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Chapitre 1

Bases de la géométrie projective

1.1 Introduction

La géométrie projective est une partie trés ancienne des mathématiques dont
on trouve trace dans les travaux d’Apollonius (-190) (sections coniques), de
Pappus (fin du 3° siécle) puis plus tard & la Renaissance avec la notion de
perspective et surtout a partir de 1600 avec Gérard Desargues (1591-1661),
Blaise Pascal (1623-1662), Philippe de La Hire (1640-1718). Nous renvoyons
au livre de M. Kline ([6], ch. 4, ch. 5, ch. 14) pour un historique détaillé des
débuts de la géométrie projective.

Cette partie des mathématiques s’est développée avec, en particulier, les pro-
blémes posés par ’astronomie, la perspective en dessin, 'optique.

Actuellement les espaces projectifs offrent le cadre naturel de travail pour
divers domaines en plein essor. On peut citer par exemple la géométrie algé-
brique.

De plus des applications récentes en font un usage important. Le domaine du
graphisme sur ordinateur en est une illustration parmi d’autres. Le domaine
des codes correcteurs d’erreurs utilise aussi largement la géométrie projective
sur des corps finis.

Ce cours essaie de présenter les objets et les méthodes de la géométrie pro-
jective, en éclairant des résultats souvent anciens grace a des outils mathé-
matiques plus récents comme 'algébre linéaire, les formes quadratiques, les
groupes.

J’ai utilisé comme documentation les excellents livres de M. Berger ([1] et
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6 Chapitre 1

|2]) et de P. Samuel (|8] ou [9]). Le lecteur pourra se référer a ces livres pour
une étude plus approfondie que celle présentée ici.

Le livre de N. Efimov [5] fournit un intéressant point de vue qui concerne les
liens entre géométrie projective et géométries non euclidiennes.

On trouvera dans [4] un exposé un peu plus ancien.

Enfin les articles [3] et [7] trouvés sur le web donnent une présentation inté-
ressante, adaptée aux problémes de I'imagerie informatique.

Je remercie Patrick Soubeyrand, qui a lu les premiéres versions de ce docu-
ment, et m’a suggéré de nombreuses corrections.

1.2 Espace projectif

1.2.1 Construction vectorielle

Soit F,1 un espace vectoriel de dimension n + 1 sur le corps K (ou K est
R ou C).
On définit sur E, 4, \ {0} la relation 2Ry si et seulement s’il existe un scalaire
A # 0 tel que y = Ax.
Cette relation est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que pour tout =,
tout y et tout z on a

TRz,

TRy = yRx
(xRy et yRz) = xR z.
Les classes d’équivalence sont donc les directions de F,, ;.

L’ensemble des classes d’équivalence est appelé espace projectif de dimen-
sion n construit a partir de E,, .1, et sera noté P(E, ). C’est donc 1’ensemble
des directions, ou si on veut aussi ’ensemble des droites vectorielles de E,, ;.

Remarque : Comme E,,,; est isomorphe en tant qu’espace vectoriel & K™*!
on pourra considérer dans de nombreux cas qu’on travaille en fait sur ce
dernier espace, auquel cas I’espace projectif correspondant est noté P, (K).

Remarque : Dans de nombreux problémes, en particulier les problémes
d’intersection, on a intérét a supposer que K = C. Si le probléme traité doit
envisager que K = R, alors on peut commencer par regarder ce qu’il se passe
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pour K = C afin de bien comprendre la situation, puis étudier les conclusions
que ’on peut en tirer lorsque le corps de base est restreint a R.

Remarque : Si n = 0 alors P(E, 1) ne contient qu'un point.

F1G. 1.1 — Espace affine, espace projectif

Supposons n > 1. Soit H un hyperplan de E,; qui ne passe pas par 1’ori-
gine (cf. figure 1.1), alors on obtient une représentation partielle de ’espace
projectif en prenant les intersections des droites vectorielles de I’espace E,
avec ’hyperplan H. Ceci donne une carte de P(F, 1), & ceci prés que les
points de l'espace projectif correspondant aux directions paralléles & H ne
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sont pas représentés sur cette carte. Ainsi 'espace projectif P(E, ;) apparait
maintenant comme l’espace affine H (qui est bien de dimension n) auquel
se rajoutent les points correspondant aux directions paralléles & H, appelés
points a ’infini de H. Nous allons voir dans le paragraphe suivant quelle
structure on peut donner aux points a 'infini.

Remarque : La notion de point a l'infini est affine. Dans ’espace projectif
lui-méme tous les points ont le méme statut, et il n’existe pas de points
spéciaux. Il n’y a de notion de point & l'infini que par rapport & une carte.
Ces points se dessinent alors a distance finie sur une autre carte.

1.2.2 Sous-espaces projectifs

Soit 7 l'application de E,; \ {0} sur P(E,.1) qui & un vecteur non nul
fait correspondre sa classe. Si F' est un sous-espace de E,,; de dimension
1 < k < n+1 alors on vérifie immédiatement que «(F \ {0}) n’est rien
d’autre que 'espace projectif P(F'). Ce sera par définition le sous-espace
projectif de P(E,, ;) associé au sous-espace vectoriel F. Sa dimension est
k —1. Si F est de dimension 1 (c’est-a-dire si F' est une droite vectorielle)
alors le sous-espace projectif associé est un point, si F' est de dimension n
alors le sous-espace projectif associé est de dimension n — 1, on dit alors que
c’est un hyperplan projectif.

Lorsque deux sous-espaces Fj et Fy, de E,.; ont une intersection qui n’est
+

pas réduite au vecteur nul, alors on peut associer un sous-espace projectif a

FiNF,.

Nous dirons qu’une famille de points est projectivement indépendante,
ou encore projectivement libre, si c’est I'image par m d’une famille de
vecteurs linéairement indépendants.

Revenons a la section précédente ol nous avons représenté les points de
I’espace projectif comme les points de I’hyperplan affine H auquel il faut
rajouter les points & I'infini de H qui correspondent aux directions paralléles
a H. Les points a I'infini de H sont donc associés au sous-espace vectoriel
F dont H est le translaté. En conséquence les points a l'infini de H sont les
points d’un sous-espace projectif de dimension n — 1 (rappelons que nous
sommes dans le cas ou n > 1).

Ainsi nous pouvons écrire :
e Si E,; est une droite vectorielle (cas n = 0), alors 'espace projectif cor-
respondant, est un point.



Les bases 9

e Si E, . est un plan vectoriel (cas n = 1), alors 'espace projectif corres-
pondant est une droite projective qui se décompose en une droite affine a
laquelle on ajoute un point a 'infini (cf. figure 1.2).

e Si E,,; est un espace vectoriel de dimension 3 (cas n = 2), alors ’espace
projectif correspondant est un plan projectif qui se décompose en un plan
affine auquel on ajoute une droite projective & l’infini, c’est-a-dire une
droite affine plus un point & l'infini.

e Plus généralement on peut écrire qu’un espace projectif de dimensionn > 1
peut se représenter comme la réunion d’un espace affine de dimension n
et d’'un espace projectif de dimension n — 1 (c’est-a-dire un hyperplan
projectif).

infini

F1G. 1.2 — Droite affine, droite projective
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1.2.3 Les coordonnées homogénes
Systéme de coordonnées projectives

Nous allons définir sur un espace projectif un systéme de coordonnées
homogeénes par le processus suivant. Puisque nous avons construit un espace
projectif & partir d’un espace vectoriel, nous allons choisir une base de cet
espace vectoriel et regarder comment nous pouvons repérer les points de
I’espace projectif.

Soit donc (eq, -+ , e,41) une base de E, 1. Soit 2 un vecteur non nul de E,,, 1,
ses coordonnées sont (x1,- - ,Z,41) OU les x; sont non tous nuls.

Le point correspondant M de ’espace projectif est la classe des points dont
les coordonnées sont de la forme (Az1,- -, AZ,y1) o A # 0. On peut donc,
de la méme facon que pour les vecteurs, définir une relation d’équivalence
sur les uples de coordonnées. On notera (x; : xg : --- : Z,41) la classe
de (z1,---,x,41) et on dira que ce sont les coordonnées homogénes ou
encore les coordonnées projectives du point M. Ainsi par exemple (1:0:
1) = (2 : 0: 2) et représentent le méme point. Remarquons que (0 : 0 : 0)
n’existe pas. Le qualificatif ”’homogéne” fait référence a I’égalité

(Axy -t Azpg) = (1 -+ Tpg)-
Remarque : Si on était parti de la base (Aeq, -+, Aen,i1) au lieu de la base
(e1,- -, eny1), on aurait obtenu le méme systéme de coordonnées homogénes.

Au contraire, si deux bases ne sont pas proportionnelles, alors il existe des
points de 'espace projectif qui n’ont pas les mémes coordonnées homogénes
dans les deux repéres. Donc les deux systémes sont distincts.

Soit
a1X1 —+ CL2X2 + -t an+1Xn+1 = 0,

I’équation d’un hyperplan dans F,,;; muni de la base choisie. Si
(X1, Xa, -+, Xpqa)
est un point de cet hyperplan, il en est de méme de
(AX1, A X, -+, AX0).
On peut donc dire que

a1 X+ aa Xy + -+ a1 Xy =0,
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est I’équation d’un sous-espace projectif de dimension n — 1.
Par exemple si n = 2, I’équation d’une droite est de la forme

aX +bY +c¢Z =0.
La droite projective en question est I’ensemble des points (X : Y : Z) tels
que I’équation précédente soit vérifiée.
Coordonnées homogénes, coordonnées affines

Regardons ce qu’il se passe en introduisant comme précédemment un espace
affine. Considérons I’espace affine H défini par ’équation

Xn_|_1 - 1

Choisissons dans H le repére affine suivant : ’origine est I'intersection de H
avec la droite portée par le vecteur e, et les vecteurs de base sont définis

par (e, -- ,e,). Ainsi a tout point (X; : Xy : ---: X,,41) de espace projectif
tel que X, 11 # 0 on fait correspondre le point de coordonnées
X X X,

(Xn—}—l’ Xn—l—l’ o Xn—|—1)’

de I'espace affine H, muni du repére indiqué. Les points pour lesquels X, 1 =
0 sont les points & I’infini.

Cas des équations polyndmiales

Soit P(X1, Xa,- -+, X,11) un polyndéme homogéne a n+1 variables et & coeffi-
cients dans K. Compte tenu de I’homogénéité du polynéme on peut parler de
I’ensemble des points de 'espace projectif tels que P(X;, Xy, -+, Xp41) = 0.

En introduisant comme dans la section précédente I’espace affine H, 1’en-
semble des points tels que P(X7, Xo, -+, X 11) = 0 est constitué des points
de T'espace affine H tels que Q(x1,z9,--- ,z,) = 0 ol @ est obtenu a partir
de P en prenant X,.; = 1, et des points a l'infini R(X;, Xo,---,X,) =0,
ou R est obtenu a partir de P en prenant X,,,; = 0. Par exemple la conique
projective

X? - XT-Y?-T?=0,

devient la conique affine

2 —r—y*—1=0,
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et une partie a l'infini
X2 -Y?*=0,

c’est-a-dire les deux points (1:1:0) et (1:—1:0).

Réciproquement, si on a une équation affine Q(z1,---,z,) = 0, on peut
considérer que la partie affine définie par cette équation n’est qu’un morceau
d’un ensemble plus grand qui contient en plus des points a l'infini. Le tout
étant obtenu a partir du polynéme P, homogénéisé de @), grace a I’équation
P(X) = 0. Par exemple si on considére

2 +ay+9yP—2=0,

on homogénéise
XT+XYT+Y3-2T% =0,

la partie & ’infini étant alors obtenue avec T = 0, et donc Y3 = 0. On a un
seul point & l'infini (1:0: 0).

1.2.4 Repére projectif

Si on veut repérer les points d’un espace projectif par rapport a des points
fixés dans cet espace projectif, c’est-a-dire introduire une notion de repére
projectif, que faut-il faire 7 Jusqu’a présent on a défini les coordonnées ho-
mogénes en utilisant une base de ’espace vectoriel dont on est parti. Ici on
voudrait une définition plus intrinséque. Regardons pour commencer ce qu’il
se passe dans le cas n = 2. Si on considére 3 points projectivement indépen-
dants, ces trois points sont 3 directions de E3. Si on prend une base formée
d’un vecteur non nul de chaque direction (es, €5, €3) on a par rapport a cette
base pour tout point M des coordonnées homogénes (X : Y : T'). Prenons
maintenant la base (2e, €2, e3). Ces vecteurs de base correspondent exacte-
ment aux mémes points de ’espace projectif que les précédents. Pourtant
maintenant les coordonnées projectives de ce méme point M ne sont plus
proportionnelles aux précédentes. Ceci montre qu’il n’est pas suffisant de
se donner n + 1 points projectivement indépendants dans un espace projectif
de dimension n pour avoir un repére projectif. Il faut en fait rajouter une
information, par exemple la position du point (1:1:---: 1), qu'on appelle
point unité.
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Théoréme 1.2.1 Soit un espace projectif P(E,+1) de dimension n. Consi-
dérons une famille R = (My, My, ---, M,.2) ayant n + 2 points, et telle
que toutes ses sous-familles constituées de n+1 points soient projectivement
libres. Alors, il existe un systéme de coordonnées projectives et un seul sur
P(E,11) tel que les n + 2 points de la famille R aient pour coordonnées ho-
mogénes respectives (1:0:-+-:0),(0:1:0:---:0),---,(0:---:0,1),(1:
1:e-v:1).

Preuve. Essayons de reconstruire dans 1’espace vectoriel E,; une base de
telle sorte que les n + 2 points donnés aient pour coordonnées projectives les
valeurs indiquées.

On obtient ainsi n + 1 directions imposées pour les n + 1 vecteurs de base
cherchés. Prenons sur chaque direction un vecteur quelconque non nul ¢;. Soit
alors un vecteur m, o représentant le point M, 5. Ce vecteur se décompose
sur la base (¢;)i1<i<nt1 de la fagon suivante :

n+1

Mpt2 = E A€
=1

La condition requise sur les coordonnées homogeénes du point M,, ;5 ne laisse
plus qu’une seule possibilité (& une constante d’homogénéité prés) : prendre
€; = )\zez

La base (e;)1<i<n+1 convient et elle est unique a une constante d’homogénéité
pres. [J

Définition 1.2.2 La famille R sera appelée repére projectif.

Notation : Un repére projectif étant donné, le point M de coordonnées
homogénes (X : ---: X,,;1) sera parfois noté

M =X\M + XoMy+ -+ X1 Mpya.

Ceci est cohérent avec les valeurs des coordonnées des M;.

Exemple : Un repére projectif de la droite projective est donné par trois
points : le point A = (1 : 0) (point a l'infini), le point B = (0 : 1) et le point
U = (1:1). Tout point M a des coordonnées projectives de la forme (X : T)
et peut aussi s’écrire :

M=XA+TB.
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1.2.5 Dessins. Les diverses cartes

Pour dessiner ou représenter ’espace projectif, on a vu qu’on pouvait em-
ployer une carte affine. On a vu que pour cela on placait un hyperplan affine
H qui ne passe pas par l'origine dans I'espace E,, . Le point de H représen-
tant un point M de 'espace projectif est I'intersection de H (si elle existe)
avec la droite vectorielle correspondant a M. Evidemment les points & I’infini
de H (i.e. les directions paralléles & H) ne sont pas représentés sur cette carte.
Mais on peut alors choisir une autre carte H; de telle sorte que les points
a l'infini de H apparaissent sur H;. En particulier reprenons sur I’exemple
simple du plan projectif la visualisation d’un repére projectif (A, B, C, D) ou
A=(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1),D=(1:1:1).Sion choisit la
carte définie par ’hyperplan affine 7' =1 (cf. figure 1.3), alors la droite 7= 0
est la droite a l'infini. Seuls les points C' et D apparaissent sur la carte. Mais
si on dessine le repére sur la carte définie par le plan affine X +Y +7 = 3 (cf.
figure 1.4), alors les 4 points du repére projectif sont dessinés sur la carte.

F1G. 1.3 — Un repére projectif dessiné dans un plan affine adapté

Considérons deux droites projectives D; et Dy dans le plan projectif (cf. figure
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C(0:0:1)

1(0:1:1)

A(1:0:0) K(1:1:0) T=0 B(0:1:0)

F1G. 1.4 — Un repére projectif dessiné dans le plan affine

1.5). Ces deux droites sont les ensembles des directions des droites vectorielles
appartenant & deux plans vectoriels V; et V5 qui se coupent suivant la droite
vectorielle U. Si on considére la carte constituée par un plan affine H paralléle
a U, alors les droites affines correspondant a D; et Dy sont paralléles et U
est le point & l'infini commun aux deux droites. Si au contraire on considére
un plan affine H; qui coupe U en [ alors sur ce plan affine les droites D; et
D, se coupent en I qui représente U. Autrement dit, des droites projectives
se coupent toujours, mais sur une carte affine elles peuvent étre paralléles,
auquel cas elles se coupent en un point a I’'infini de la carte.

1.3 Applications projectives

1.3.1 Construction & partir des applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives m + 1 et
n+1. Soit f une application linéaire injective de E dans F' (donc m < n).
L’image de toute droite vectorielle épointée (i.e. sans zéro) D de E est une
droite vectorielle épointée D' de F'. On définit donc grace a f l'application
p(f) de P(F) dans P(F) qui au point M de P(F) donné par la direction
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Infini

F1G. 1.5 — Des droites paralléles se coupent & I'infini

D fait correspondre le point M’ de P(F) donné par la direction D’. Une
telle application sera appelée application projective. Lorsque m = n, p(f)
est bijective, on dit dans ce cas qu’on a une transformation projective ou
encore une homographie. Ce sont ces transformations que nous étudierons
en priorité.

Notation : Dans toute la suite de ce cours nous noterons p( f) ’homographie
associée a 'application linéaire f.

Théoréme 1.3.1 Toute homographie transforme un sous-espace projectif en
un sous-espace projectif de méme dimension.

Preuve. Par définition, ceci provient de la méme propriété sur le comporte-

ment des applications linéaires bijectives vis & vis des sous-espaces vectoriels.
O
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1.3.2 Structure de groupe des homographies d’un es-
pace projectif

Soit F un espace vectoriel de dimension n + 1. Nous étudions maintenant les
homographies de P = P(E) dans lui-méme.

Théoréme 1.3.2 Deuz applications linéaires bijectives f et g de E dans lui-

méme définissent la méme homographie si et seulement s’il existe un scalaire
A # 0 tel que g = \f.

Preuve. S’il existe un A # 0 tel que g = Af, il est visible que p(f) = p(g).

Réciproquement, pour n = 0 (espace projectif réduit & un point) c’est clair.
Pour n > 1, soient = et y deux vecteurs linéairement indépendants, M,
et M, les deux points projectifs correspondants. Si les transformations ho-

mographiques p(f) et p(g) sont égales alors p(f)(M;) = p(g)(M,), ce qui
signifie que f(z) et g(z) représentent le méme point de ’espace projectif,
c’est-a-dire, sont colinéaires. Donc g(z) = A, f(z). De méme, g(y) = A, f(y).
On peut écrire alors

gz +y) = g(x) + g(y) = Aaf (@) + Ay f ().

Mais on sait aussi que, pour les mémes raisons que pour z et y, il existe A,
tel que

9@ +y) = Aory f( + 1)

Donc
Aef (%) + Ay f(Y) = Aoy f (2 + ),

ce qui donne
Aof(z) + )‘yf(y) = )‘w+yf($) + )‘$+yf(y)>

et comme les vecteurs f(z) et f(y) sont linéairement indépendants on a
Ao = Ay = Aoty

Notons A cette valeur commune, on obtient alors g = Af. [

Remarque : De maniére plus expéditive nous pouvons dire que f~' o g
admet ’espace tout entier pour sous-espace propre. Donc cette application
n’a qu'une valeur propre A et en conséquence g = \f.
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Théoréme 1.3.3 Les homographies de P = P(E) dans lui-méme forment
un groupe pour la composition des applications. Nous noterons PGL(P) ce
groupe. On [’appelle le groupe projectif.

Preuve. La composée 1) o ¢ de ¢ = p(f) et de ¢ = p(g) est p(g o f). Les
propriétés de groupe des applications linéaires inversibles se transportent
donc sur les homographies. [

Compte tenu des résultats précédents, si on note GL(E) le groupe linéaire
de E, c’est-a-dire le groupe des applications linéaires inversibles de E dans
lui-méme, et si on note H(E) le sous-groupe des homothéties (vectorielles)
de F, alors

PGL(P)=GL(E)/H(E) =GL(E)/K".

Ce groupe des homographies est le groupe associé a la géométrie projective.
Il nous faudra donc en particulier en trouver des invariants.

Remarque : Soit L(E) l'espace vectoriel de toutes les applications linéaires
f de E dans lui-méme. Soit P = P(L(F)) l'espace projectif qui lui est associé.
Alors PGL(P) est le complémentaire dans P(L(F)) de la variété algébrique
définie par det(f) = 0.

1.3.3 Expression & ’aide d’un repére projectif
Transformation d’un repére en un autre

Théoréme 1.3.4 Soient (M, My, -+, My.2) et (N1, No, -+, Npyo) deux re-
peres projectifs de deux espaces projectifs Py et Py de dimension n sur le
méme corps de base. Il existe une homographie ¢ et une seule telle que
d(M;) = N; pour tout 1 < i <n+2.

Preuve. Soient (€;)i<i<n+1 €t (€&)i<i<n+1 deux bases des espaces vectoriels
sous-jacents, qui sont associées respectivement aux deux repéres projectifs.
Si f est I’application linéaire qui transforme la base (e;); en la base (¢;);
alors ’homographie p(f) convient. Rappelons que toute autre base de 'es-
pace sous-jacent adaptée au repére projectif (My, My, .-+, My o) est pro-
portionnelle & la base (e;);- De méme toute autre base adaptée au repére
(N1, No, -+, Npi2) est proportionnelle a la base (¢;);. Donc toute applica-
tion projective qui transforme le premier repére en le second provient d’une
application linéaire proportionnelle & f. On en conclut qu’il n’y a qu’une
seule telle homographie d’aprés le théoréeme 1.3.2. [J
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Expression analytique d’une homographie

Soit ¢ = p(f) une homographie de P = P(FE), muni d’un repére projectif,
dans lui-méme. Désignons par

X = (Xl:.XQ . "'ZXn+1)
les coordonnées homogeénes d’un point M et par
X' = (X Xt X

les coordonnées homogénes du point N = ¢(M). Alors on dispose des n + 1
relations
X =a;1 X1+ + a1 Xni1,

ce qu’on peut écrire aussi
X' = AX,

ou A est la matrice carrée inversible de taille (n + 1) x (n 4+ 1) dont les
coefficients sont les a;; (c’est la matrice de I’application linéaire f, dans
une base associée au repére projectif choisi). Il découle du théoréme 1.3.2
que la matrice AA convient aussi pour représenter la méme transformation
projective.

Les points qui sont envoyés sur ’hyperplan a I'infini V,, sont les points pour
lesquels X ., = 0, c’est-a-dire les points de de I’hyperplan V' défini par

n
Opt1,1X1 + -+ Gpt1n41Xn41 = 0.
Les points de I’hyperplan a I’infini sont envoyés sur les points de I’hyperplan

lei + bzXé R bn+1XTIL+1 == 0,

ou (by, by, -+ ,byy1) est une solution non triviale du systéme de n équations
an 4+ 1 inconnues défini par

biai; + boag; + -+ -+ byp1Gp41,; =0,

pour 1 <17 < n.

Preuve. On sait que I'image d’un hyperplan est un hyperplan. Donc les
points de ’hyperplan & I’'infini sont envoyés sur un hyperplan, dont on écrit

X+ b Xy 4+ +b,1X,,, =0 (1.1)



20 Chapitre 1

I’équation. Supposons que les b; soient solutions du systéme indiqué. On
constate que si X, 11 = 0 et si les autres variables X; sont quelconques, alors
I'équation (1.1) est vérifiée (il suffit de remplacer les X par leurs valeurs en
fonction des X;). O

Soit H I’hyperplan affine X,,,; = 1. Alors ’homographie considérée envoie
H\ 'V dans H. Le point de H \ V qui représente M, de coordonnées affines

XX X
g L2 — s Ty p — ;
Xn—|—1 Xn—|—1 Xn—|—1

T =

s’envoie sur le point de H, qui représente N = ¢(M), de coordonnées affines

o = ;1 T1+ - F QT + Oyt
T 3
Un4+1,121 +--+ Un4+1,nTn + On4+1m+1

oul << n.

Les points invariants d’une homographie

Soit P = IP(E) lespace projectif associé a ’espace vectoriel E. Compte tenu
de la définition d’une homographie, les points invariants d’une homographie
p(f) € PGL(P) associée a 'application linéaire f € GL(E) sont les points
de I'espace projectif associés aux vecteurs propres de ’application linéaire f.
Donc dans le cas ou le corps de base est C, une homographie a toujours au
moins un point invariant.

Si le corps de base est R ceci n’est plus vrai. Considérons par exemple sur la
droite projective réelle la transformation projective définie par

X' = cos(0) X — sin(0)T

T' = sin(0) X + cos(0)T,
ou # est tel que 0 < |cos(f)| < 1. Cette transformation n’a pas de point fixe.

Dans un espace projectif réel de dimension paire (par exemple un plan
projectif), Pespace vectoriel sous-jacent est de dimension impaire, donc il y a
au moins une valeur propre réelle, et donc au moins un vecteur propre. Dans
ce cas il y a au moins un point invariant.
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1.3.4 Trace sur une carte affine d’une transformation
projective

Transformations homographiques, transformations affines

Afin de préciser les relations entre transformations projectives et transfor-
mations affines nous allons considérer deux situations.

e On fixe un hyperplan affine H de I’espace vectoriel E, ne passant pas
par 'origine et on se sert de cet hyperplan comme carte, pour représenter
en partie P = P(F).

Théoréme 1.3.5 Pour que la "trace” sur la carte H d’une transformation
homographique ¢ de P soit une transformation affine de H, il faut et il
suffit que ¢ transforme hyperplan a Uinfini de H en lui-méme.

Preuve. Il suffit de se reporter aux formules établies dans la section 1.3.3
pour constater que si I’hyperplan & l'infini est envoyé sur lui-méme, alors
sur la carte affine choisie les formules obtenues donnent une transformation
affine. En revanche si I’hyperplan a I'infini n’est pas envoyé sur ’hyperplan
a l'infini, alors il existe des points de la carte affine qui n’ont pas d’image
dans la carte affine. [

Ainsi le groupe affine GA(H) apparait comme un sous-groupe de PGL(P) :
le sous-groupe des transformations projectives qui laissent inva-
riant ’hyperplan a P’infini.

e On fixe une transformation projective et on regarde s’il y a une carte
affine pour laquelle la trace de cette transformation sur la carte est une
transformation affine.

Théoréme 1.3.6 Soit ¢ = p(f) une transformation projective de ’espace
projectif P = P(E). Pour qu’il ezriste une carte affine sur laquelle cette
transformation soit une transformation affine, il faut et il suffit que ’ap-

plication linéaire f ait au moins une valeur propre dans le corps de base
K.

Preuve. Ceci est une conséquence du théoréme précédent. [

En ce qui concerne ’expression analytique, les équations affines de la trans-
formation affine
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!

Ty = @1T1 + 0+ GaTh + Gip4
! —

Ty, = Qp1T1 + -+ Qp nTn + Qn on+1

donnent les équations projectives suivantes pour la transformation projective
correspondante

! —

X = a1 Xqp + -+ a1 Xn
!

Xn = an,le + -+ an,n—|—1Xn+1

! —

n+l = X7L+1
. . . X . X{

ou pour 1 <7 <n on a les relations z; = et i = .
Xn+1 ? Xn+1
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Le fonctionnement de la
géométrie projective

2.1 Les théorémes fondamentaux de la géomé-
trie projective

2.1.1 Le théoréme de Desargues

Théoréme 2.1.1 (Desargues) Dans un espace projectif P de dimension
> 2 considérons trois droites deux o deuz distinctes D, D', D", concourantes
en un point C. On note A, B (respectivement A', B' et A", B") deuz points
distincts et distincts de C, de la droite D (respectivement de la droite D' et
de la droite D"). Notons I le point d’intersection de la droite AA" et de la
droite BB', J le point d’intersection de la droite AA" et de la droite BB"
et K le point d’intersection de la droite A'A" avec la droite B'B". Alors les
points I, J, K sont alignés.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’on peut travailler dans le sous-espace
engendré par les trois droites D, D', D”. Donc on se raménera toujours a
n = 2 (cas ou les trois droites sont coplanaires) ou n = 3 (cas ou les trois
droites ne sont pas coplanaires).

Remarquons maintenant que si on est dans le cas ou les points A, A’, A” (ou
bien les points B, B'; B") sont alignés, alors I, J, K sont aussi sur cette droite
et le probléme est résolu.

23
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On se placera donc désormais hors de ce cas, ce qui implique en particulier
que I, J, K sont deux a deux distincts.

Considérons une carte pour laquelle 'hyperplan & I'infini contient I et J. Si
n = 2 alors on peut affirmer que A et B ne sont pas a I'infini (sinon A, I, J
ou B, I, J seraient alignés et donc A, A", A” ou B, B', B" seraient alignés). Si
n = 3 on choisit un plan & 'infini qui contient /.JJ mais ni A ni B. On peut
donc toujours considérer qu’on a choisi une carte H pour laquelle les points
I et J sont a l'infini, les points A et B sont dans H et en conséquence que
A',B' A", B” sont aussi dans H.

Alors AA" est paralléle & BB’ et AA" paralléle & BB”. On en conclut que
A'A" est paralléle & B'B". Donc le point K est aussi a l'infini.

Si n = 2, les seuls points a 'infini sont sur une méme droite et donc le théo-
réme est démontré. Si n = 3 alors les plans AA’A” et BB'B" sont paralléles
et se coupent sur la droite a 'infini /J. Le point K qui appartient a ces deux
plans est donc aussi sur la droite 1.J. [

2.1.2 Le théoréme de Pappus

Théoréme 2.1.2 (Pappus) Soient deuz droites distinctes Dy et Dy d’un
plan projectif P. On donne trois points A, B, C (respectivement A', B', C") sur
D (respectivement sur D). On note C", B", A" les intersections AB'NBA,
AC'NCA', BC'NCB'. Alors, les points A", B",C" sont alignés.

Preuve. Supposons que les points A, B (respectivement A’, B') soient dis-
tincts et distincts de 'intersection U de D; et Ds,. Les autres cas donnent des
configurations particuliéres ol le résultat est trivial.

Prenons pour repére projectif le point C” (0: 0: 1) le point C' (1:0:0), le
point C’ (0:1:0) et enfin le point U (1 :1 : 1) intersection de la droite D,
avec la droite Dy. Placons-nous alors dans le plan affine H d’équation 7' =1
(les point C' et C' sont a 'infini). Dans ce plan il est facile de calculer les
diverses coordonnées des points qui interviennent :

A (a,1), B (b,1), A" (1,1/b), B' (1,1/a), A" (b,1/a), B" (a,1/b). On constate
que A", B", C" sont alignés. (]

Remarque : En fait les 3 triplets de points (A, B, C), (4', B',C"), (A", B",C")
jouent exactement le méme role dans la figure construite.
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F1G. 2.1 — Théoréme de Desargues
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/
I s

F1G. 2.2 — Théoréme de Pappus

Cette construction est liée a la construction, sur une droite projective dont
on a fixé un repére projectif, du point de coordonnées (XY : 1), connaissant
les points de coordonnées (X : 1) et (Y : 1) (cf 2.1.3).

2.1.3 Opérations algébriques sur une droite projective

Considérons une droite projective D dans un plan projectif P. Un repére
projectif (O, Py, U) de D est fixé (O a pour coordonnées (0 : 1), Py a pour
coordonnées (1:0) et U a pour coordonnées (1 : 1)).

L’addition

Nous avons deux points A et B de D de coordonnées respectives (a : 1) et
(b:1). Il s’agit de construire le point M de coordonnées (a + b : 1).
Pour cela on se place dans le plan projectif et on peut finir de choisir un repére
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F1G. 2.3 — Théoréme de Pappus
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Fia. 2.4 — Addition sur la droite

projectif du plan en complétant le repére projectif fixé sur la droite D. Soit
Dy la droite a l'infini d’équation 7" = 0. Elle passe bien par P,,. Tracons par
ailleurs une droite D' distincte de D, passant par P, donc paralléle & D.

Soit I un point de Dy. Les droites OI et AI sont paralléles. Notons O’
I'intersection de O avec D' et A’ 'intersection de Al avec D'. Le quadrilatére
OO’ A’ A est un parallélogramme. Soit J I'intersection de D, avec BO' et soit
M Tintersection de J A" avec D. Alors BO'A'M est aussi un parallélogramme.
On en déduit que dans un plan affine adapté on a OA = O’A’ = BM = a et
donc que OM = OB+ BM = a +b.

La multiplication

Nous avons deux points A et B de D de coordonnées respectives (a : 1) et
(b:1). Il S’agit de construire le point C de coordonnées (ab : 1).
Pour cela on se place dans le plan projectif et on peut finir de choisir un
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repére projectif du plan en complétant le repére projectif fixé sur la droite
D. Soit Dy, la droite & I'infini d’équation T" = 0. Elle passe bien par P,,.
Tragons par ailleurs une droite D’ distincte de D, passant par O. Soit C’
un point de Dy,. Les droites (paralléles) AC' et UC' coupent la droite D’
respectivement en B” et C". La droite BC"” coupe Dy, en A’, et la droite
A'B" coupe la droite D en C.

Alors du fait que les triangles OB" A et OC"U sont semblables on a

OB" OA

oc" OoU
et du fait que les triangles OB"C et OC" B sont aussi semblables on a

OB" _0C

oC" OB’

donc __
oc 0

OB OU’

et comme OU = 1 on obtient

OC = 0B x OA = ab.

Remarque : Pour faire la construction du point C' nous sommes partis du
point A et avons construit B” et C”. Nous aurions pu partir du point B
et aurions construit alors les points A” et C”. Comme ab = ba nous aurions
obtenu le méme point C'. Si nous faisons les deux constructions (cf. figure 2.5),
nous introduisons 3 triplets de points : (4, B,C), (4, B',C"), (A", B",C").
On reconnait une configuration illustrant le théoréme de Pappus. En fait on
peut montrer a partir de 14 que le théoréme de Pappus est équivalent a la
commutativité du corps sur lequel on travaille (cf. [8] ou [9]).

2.2 Géométrie projective sur la droite projec-
tive
2.2.1 Quotient des coordonnées projectives d’un point

Nous allons mettre en évidence un invariant trés important de la géométrie
projective : le birapport de quatre points alignés.
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F1G. 2.5 — Multiplication sur la droite
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Dans un premier temps nous allons associer a tout point d’une droite
projective un nombre (éventuellement co). Soit D une droite projective
munie d’un repére projectif (A, B,C). Le point A est donc de coordonnées
projectives (1 : 0) le point B est de coordonnées projectives (0 : 1) et le point
C' de coordonnées projectives (1 : 1). Ainsi que nous I’avons déja vu nous
pouvons considérer la carte affine 7' =1, ce qui nous permet en fait de
définir une bijection ® de D sur K = K U {oo} par

X s T#0
_ . — T
x_q)(X'T)_{oo si T =0.

La droite projective standard est K , muni de la structure donnée par
P, (K) grace a la bijection qui vient d’étre définie. Le repére projectif standard
de cette droite est (0o, 0,1).

La représentation de la droite projective par les éléments de K que nous
venons d’obtenir est trés importante. Elle nous permet d’avoir une deuxiéme
fagon de considérer la droite projective. Soit la droite projective est repré-
sentée par ses coordonnées homogénes (X : T), soit elle est représentée par
un élément de K (en fait 1’élément x = X /T, qui peut valoir co quand
T = 0). Ces deux facons de voir sont complémentaires et peuvent servir
simultanément dans un calcul. Elles correspondent & deux approches de la
droite projective : la droite projective vue comme ensemble des directions
d’un plan, ou la droite projective vue comme la droite affine & laquelle on
ajoute un point a 'infini.

Remarque : on sait que tout point M s’écrit
M=XA+TB.
On pourra désormais écrire aussi
M =xA+ B,

avec v € K , sachant que lorsque = oc alors M = A (cas ou T = 0).

Remarque : si h est une transformation projective de la droite D sur elle-
méme alors les coordonnées projectives (X' : T") du transformé M’ du point
M = (X : T) vérifient

X' = aX + T,
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T =cX +dT,

avec ad — bc # 0. En utilisant la bijection ® de D sur K qu’on vient de
définir, on obtient en prenant x = ®(X : T) et 2’ = &(X' : T") :

, _ar+b
cx +d

oil les calculs se font dans K suivant les conventions habituelles. Cette formule
est tout & fait analogue a celle introduite en 1.3.3, si ce n’est qu’a présent
elle est donnée dans K.

2.2.2 Le birapport de quatre points alignés

Définition 2.2.1 Soient A, B,C, D quatre points d’une droite projective D,
les trois premiers constituant un repére projectif. Soit ® la bijection de D dans
K définie précédemment. Alors ®(D) est le birapport des points A, B,C, D
et il sera noté (A, B,C, D).

Théoréme 2.2.2 Soient D et D' deux droites projectives. Soient A, B,C, D
quatre points de D et A', B',C', D' quatre points de D'. On suppose que
A,B,C (resp. A',B',C") sont deux & deux distincts. Pour qu’il eriste une
transformation projective qui transforme A,B,C,D respectivement en A’', B',
C', D', il faut et il suffit que les birapports (A, B,C,D) et (A',B',C',D")
sotent égau.

Preuve. Supposons I'existence d’une transformation projective ¢ qui trans-
forme A,B,C,D respectivement en A’, B, C', D'. Introduisons les applica-
tions ® et @' précédentes qui envoient respectivement A, B, C sur 00,0, 1 et
A', B, C" sur 00,0, 1. Alors ®'o qﬁog)*l est une transformation projective qui
transforme le repére (00,0,1) de K en lui-méme. C’est donc l'identité. Par
suite @' o¢p = &, donc ¥'(D') = ®(D) et les birapports considérés sont égaux.
Réciproquement supposons les birapports égaux. Soit ¢ I'unique transforma-
tion projective qui transforme le repére (A, B,C) en le repére (A’, B',C)".
Alors on sait d’aprés le calcul précédent que ®' o ¢p(D) = ®(D) et on sait
par hypothése que ®'(D’) = ®(D). Donc ®'(D') = @'(®(D)), et par suite
D' =¢(D). O
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Théoréme 2.2.3 Si a,b, c,d sont quatre points de K o a,b,c sont deux a
deuz distincts, alors

(£8) _ (c—a)(d—0)
(£2) " c-nld—a)
Preuve. La transformation projective ¢ qui envoie a,b,c sur 0o0,0,1 a la

forme d’une fonction homographique qui admet a pour pole et b pour zéro.
Elle s’écrit donc

(aa ba Cy d) =

z—>b

r—a

¢(z) = A

La valeur de A est déterminée par le fait que ¢(c) = 1. On obtient

cC—a

A=

Par suite
(a,b,¢,d) = ¢(d) =

Corollaire 2.2.4 Si A, B, C, D sont quatre points d’une droite projective (les
trois premiers étant deuz & deux distincts), dont les coordonnées homogénes
sont (X1 :Th), (X : Ts), (X5 : T3), (X4 : Ty), alors le birapport de ces quatre
points est

Ag A

Az~ Ay’
ot X x

7
=] 7 7

Corollaire 2.2.5 Soit A, B, C trois points deuz o deux distincts d’une droite
projective. L’application qui a tout point M de la droite associe le birapport
(A, B,C, M) est une application projective.

2.2.3 Un exemple important : les perspectives

Soit P un plan projectif, D et D’ deux droites projectives de P. Soit U un
point fixé dans P hors des deux droites D et D'. Alors I'application qui &
tout point M de D fait correspondre 'intersection M’ de D' avec UM est
une transformation projective.
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En effet, remarquons tout d’abord que ’application considérée est bijective.
Ensuite, considérons un repére projectif (4, B,C,U) = ((1:0:0),(0:1:
0),(0:0:1),(1L:1:1)) du plan projectif P tel que BC soit la droite D
et AB la droite D'. Ainsi D a pour équation X = 0 et D' a pour équation
T=0.

Soit M un point de la droite D, ses coordonnées sont (0 : Y : T'). Son
transformé est M’ de coordonnées (X' : Y’ : 0). Les points U, M, M' sont
alignés, donc

c’est-a-dire
XY -T)+Y'T=0.
Ainsi
X' =-TY'=Y-T.
La transformation est bijective et a une représentation linéaire, c’est donc
une homographie de D sur D’ (voir figure 2.6).

Définition 2.2.6 Toute homographie d’une droite D sur une droite D' ob-
tenue de cette facon est appelée une perspective.

Si on prend 4 points My, My, M3, M4 dont on peut définir le birapport sur D,
les quatre points transformeés M;, M, M}, M, ont le méme birapport, d’aprés
le théoréme 2.2.2. Si on trace la figure sur une carte affine (plan affine) ot ni
D ni D' ne sont la droite a ’infini alors on a une notion de mesure algébrique
sur chaque droite et on a ’égalité

MM, MM, _ MIM! y MM
MzM, =~ MM, MM, MM

On a ainsi une notion de birapport de quatre droites concourantes copla-
naires. Nous reverrons cette notion plus loin, dans un autre cadre.

Remarque : les opérations d’addition et de multiplication qu’on a consi-
dérées dans la section 2.1.3 correspondent a ’addition et a la multiplication

des birapports (Pu, O, U, A) et (P, O,U, B).

Remarque : I'idée de la notion de birapport est de représenter le quatriéme
point intervenant dans le birapport dans le repére projectif formé par les trois
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F1G. 2.6 — Une transformation projective
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F1G. 2.7 — Birapport de 4 droites
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premiers. Pour cela on remplace les coordonnées homogénes du quatriéme
point par leur rapport (quitte & compléter K par le point 0o).

Le théoréme suivant va nous permettre de caractériser les perspectives
parmi les transformations homographiques d’une droite sur une autre.

Théoréme 2.2.7 Soient D et D' deux droites distinctes qui se coupent en
un point B. Pour qu’une homographie ¢ de D sur D' soit une perspective, il
faut et il suffit qu’elle transforme le point B en lui-méme.

Preuve. Compte tenu de la définition d’'une perspective, la condition est
clairement nécessaire.

Réciproquement, soient deux points M; et M, de D, distincts et distincts de
B. Soient Mj et M, leurs images respectives sur D’. Les droites M;M] et
M, MY se coupent en un point U. Considérons alors la perspective de centre
U. C’est une homographie qui transforme B en B, M; en M|, My en M).
Donc elle est égale a ¢. [

2.2.4 Construction des images d’'une homographie

Soient D et D' deux droites distinctes. Soient trois points My, My, M3 (res-
pectivement M{, M;, M}) de la droite D (respectivement D'), distincts deux
a deux. On sait qu’il existe une homographie ¢ et une seule de D sur D’ qui
transforme M; en M7, M, en M} et M3 en Mj. Soit M un autre point de D.
Le probléme est de construire M’ = ¢(M).

On peut toujours supposer que M; n’est pas le point d’intersection des deux
droites (sinon on prend M,). Sur la droite M; M/ on prend deux points S et
S’ distincts et distincts de M; et M]. Les droites SMy et S'MY, se coupent
en I. Les droites SM3 et S'M} se coupent en J distinct de I. La droite 1.J
coupe SS" en L. Soit M un point quelconque de D et M' = ¢(M). Alors les
droites SM et S’M' se coupent sur la droite I.J en un point noté K. En effet

(My, My, M3, M) = (M7, My, M3, M') = (L, 1, J,K). O
Que peut-on faire si ¢ est une homographie de la droite D sur elle-méme ? 11

suffit alors de composer ¢ par une perspective sur une droite auxiliaire D’.
On est ramené au probléme précédent.



38 Chapitre 2

FiG. 2.8 — Construction d’une image
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2.2.5 Les involutions de la droite projective

Soit ¢ une homographie de la droite projective qui n’est pas I'identité. Nous

avons vu que

e Si K =C, h a un ou deux points fixes.

e Si K =R, h a zéro, un ou deux points fixes.

Pour une homographie distincte de 1’identité, nous obtenons les situa-

tions suivantes

e deux points fixes : la matrice associée a donc deux sous-espaces propres
de dimension 1 (qui correspondent aux deux points fixes). Elle est donc,
dans un repére adapté (c’est a dire tout repére utilisant la premiére di-
rection propre comme point & 'infini (1 : 0) et la deuxiéme comme point
origine (0 : 1), et ceci indépendamment de tout choix du point unité), de

la forme
(A0
a=(vy)

ou les valeurs propres sont toutes deux non nulles (I’application est in-
versible) et distinctes (’application n’est pas I’application identique). Si
bien que X' = X, T = AT et 2’ = (A\/X2)z. Ceci montre qu’'on a
affaire & une homothétie sur une carte affine bien choisie, le rapport
d’homothétie étant le quotient des valeurs propres de la matrice A
(ce quotient est bien indépendant de la matrice A choisie pour représenter
I’homographie, puisque si on multiplie la matrice A par un facteur A ce
quotient ne change pas, et que si on fait un changement de base, les valeurs
propres restent les mémes).

e un point fixe : la matrice associée a donc un seul sous-espace propre, et
il est de dimension 1. Elle est donc dans un repére adapté de la forme

Al
=(53)
avec A # 0. Si bien que X' = AX+T,T' = X XT et 2’ = ac—i—%, ce qui montre
qu’on a affaire a une translation sur une carte affine bien choisie.

e aucun point fixe : ce cas ne se produit pas si K = C. Pour K = R la
matrice associée se met sous la forme

a= () o))
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Dans ce cas la transformation, quelle que soit la carte affine choisie, ne
transforme pas le point & I'infini en lui-méme, et ne définit donc pas sur
cette carte affine une transformation affine.

Définition 2.2.8 Une involution de la droite projective est une homographie
¢ de la droite projective, distincte de 'identité et telle que ¢~ = @.

Théoréme 2.2.9 Soit ¢ = p(f) une homographie de la droite projective.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes

a) ¢ est une involution.

b) La trace de f est nulle.

c) Il existe un point M tel que ¢(M) # M et ¢*(M) = M.

Preuve. Dans un repére projectif, on a pour matrice d’'une homographie

a b
A=
ce qui donne, avec les notations habituelles, la relation

cxx' +dz’ —azx —b=0.

Donc ¢ est une involution si et seulement si d = —a, c’est-a-dire si et seule-
ment si Tr(A) = 0. Donc la condition a) est équivalente a la condition b).
Il est clair que la condition a) implique la condition ¢). Supposons maintenant
qu’on ait la condition c). Prenons pour point a I'infini le point M et pour
origine le point ¢(M). La matrice A s’écrit alors

0 b
=(20):
donc la trace de A est nulle, ce qui achéve la démonstration. [

Théoréme 2.2.10 Soient (M, M]), (M, M}) deux couples de points véri-
fiant My # M7, My # My, M{ # M,, M{ # M), M, # M. Alors il existe
une involution et une seule qui transforme My en M| et My en M.

Preuve. D’aprés le théoréeme 1.3.4, il existe une unique homographie qui
transforme M; en M|, My en M} et M| en M;. D’aprés la condition c) du
théoréme précédent, cette homographie est une involution. [l

Ainsi une involution est entiérement déterminée par deux couples
de points homologues.
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Théoréme 2.2.11 Une involution de la droite projective a deux points fixes
ou aucun point fize.

Preuve. Si la transformation a un seul point fixe alors en prenant ce point
pour point & l'infini, sur la carte affine correspondante, la transformation est
une translation et donc ne peut étre involutive. [

Théoréme 2.2.12 Soit ¢ une homographie qui a deux points fixes My et
M,. Alors le birapport k = (M, My, M, ¢(M)) est indépendant de M. Cette

homographie est une involution si et seulement st k = —1.

Preuve. Exploitons les résultats du début de cette section. Soit une carte
affine o M; est le point a l'infini, My lorigine. Alors quel que soit le point
unité M, on sait que sur la carte affine I’homographie s’écrit

' =kzx,

ou k est le rapport des valeurs propres d’une matrice de la transformation
projective. Donc si l’abscisse de M est 1, 'abscisse de ¢(M) est k et donc cette
abscisse ne dépend pas de M. Or I'abscisse de ¢(M) est la valeur du birapport
(M, My, M, $(M)). Remarquons que la transformation est une homothétie
de rapport k. Comme on suppose que ce n’est pas l'identité, alors £ # 1.

Pour que la transformation soit une involution il faut et il suffit que £ = —1.
O

Remarque : si une involution sur une droite a deux points fixes, alors il
existe une carte affine sur laquelle elle donne une symétrie. Plus précisé-
ment, si M; et M, sont les points fixes de I'involution, alors en prenant une
carte affine ot M; est le point a 'infini et M, I'origine, le point M et son
image ¢(M) sont symétriques par rapport a I’origine.

Définition 2.2.13 Lorsque le birapport de quatre points est égal a —1 on dit
que ces points constituent une division harmonique.

Le théoréme précédent permet donc de dire que si une involution a deux
points fixes, alors, ces deux points fixes, un point quelconque et 'image de
ce point, constituent une division harmonique.

Théoréme 2.2.14 Toute homographie de la droite est la composée d’au plus
deuzx involutions.
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Preuve. Supposons que I’homographie ¢ ait au moins un point fixe. Pre-
nons une carte affine qui envoie ce point fixe a 'infini. Sur la carte affine la
transformation est, soit une translation (cas d’un seul point fixe a U'infini) et
alors on peut I’écrire comme produit de deux symétries qui proviennent de
deux transformations projectives involutives, soit une homothétie de rapport
A (cas de deux points fixes distincts qui sont le centre de ’homothétie et le
point & I'infini) et dans ce cas on écrit ¢ = fonoun(x) =1/x et O(x) = \/x.
Donc si ’homographie a un point fixe, on peut toujours ’écrire, si elle-méme
n’est pas une involution, comme composée de deux involutions.

Etudions maintenant le cas ot K = R et oll ¢ n’a aucun point fixe. Notons F
I’espace vectoriel de dimension 2 qui définit la droite projective considérée. La
transformation homographique considérée provient d’une application linéaire
f dont la matrice A dans une base (eq, e3) bien choisie est de la forme

A (59 )

Si on met sur E une structure euclidienne pour laquelle la base (eq, ey) est
orthonormée, alors f est une rotation. On peut 1’écrire comme un produit de
deux symeétries axiales g et h. Les transformations projectives p(g) et p(h)
sont deux involutions dont le produit est ¢. [J

Remarque : la preuve dans le cas oil ¢ n’a pas de point fixe revient & écrire

cos(0) —sin(0) \ _ [ cos(0) sin(0) 1 0

sin(@) cos(@) )\ sin(8) —cos() 0 -1 )’
la premiére matrice intervenant dans le produit étant la matrice de la sy-
métrie par rapport a l’axe faisant un angle de /2 par rapport a l'axe des

abscisses, la deuxiéme matrice étant la matrice de la symétrie par rapport a
I’axe des abscisses.

2.2.6 Exemple concernant la division harmonique

Il s’agit de ’étude du quadrilatére complet. Considérons deux points dis-
tincts A et B du plan projectif. On considére deux droites D; et Dy distinctes
(respectivement D}, D)) passant par A (respectivement passant par B). On
note C =D, ND}, D=D,ND, E=DyND,, F=DyND]. On note [
le point d’intersection de EC avec DF'. La droit Al coupe D] en L et D) en
K. Alors la division (A, I, K, L) est harmonique.
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Pour le voir il suffit d’envoyer les points A et B a I'infini. Alors EFCD est un
parallélogramme dont [ est le centre. En particulier le point I est le milieu
de KL, et comme A est le point a 'infini, on a bien le résultat indiqué (cf.
figure 2.9).

2.3 La dualité

2.3.1 Espace projectif dual

Considérons I’espace projectif P(E) ou E est un espace vectoriel de dimension
n+ 1 sur le corps K (K = R ou K = C). Le dual algébrique E* est aussi
un espace vectoriel de dimension n + 1 et ’espace projectif P(E*) a donc la
méme dimension que P(F).

Une forme linéaire sera considérée comme un point de £* et donc comme un
représentant d’un point de P(E*), mais aussi comme un objet géométrique
plus complexe dans P(FE). Associons a chaque forme linéaire non nulle z* son
noyau, qui on le sait est un hyperplan vectoriel. Comme le noyau caractérise
non pas exactement z*, mais ’ensemble des formes linéaires A\z*, on a exac-
tement ce qu’il faut, c’est-a-dire que I’espace projectif P(E*) est exactement
I’espace des hyperplans vectoriels de E ou ce qui revient au méme ’espace
des hyperplans de P(F). Le but de ce paragraphe est de relier des proprié-
tés de points de P(E*) avec des comportements géométriques des hyperplans
correspondants dans P(FE).

Pour bien comprendre ce qu’il se passe, plagons-nous dans le cas d’un plan
projectif. Nous prendrons E de dimension 3, que nous munirons d’une base
(e1, e, e3). Nous noterons P le plan projectif P(E). Nous prendrons pour
base du dual E* de E la base duale (e}, e}, €5) de la base (eq, eq,e3). Cette
base est définie par

ej(ej) =0;j=1sti=7, et 0sii#j.

Nous noterons P* 'espace projectif P(E*). Sim est un point de P(E*), notons
H,, la droite de P associée

H,={(X:Y:T)|m(X,Y,T)=0}.

Si les coordonnées homogeénes de m sont (u : v : w) alors I’équation de la
droite H,, s’écrit
uX +vY +wT =0.
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Sim; et my sont deux points distincts de P*, ils définissent les deux équations
mq(X,Y,T) =0et mo(X,Y,T) = 0 qui déterminent deux droites dans P. Les
points m de la droite de P* qui passe par m; et my sont de la forme Amq+ pums
et sont donc associés aux équations Amy (X, Y, T)+pums(X,Y,T) = 0 qui sont
aussi des équations de droites de P. On voit bien que toutes ces droites de
‘P passent par le point d’intersection des deux droites de P correspondant a
my et mo.

A partir de 13, on peut construire le dictionnaire suivant entre les objets de

P et ceux de P*.

e Un point m de P* est caractérisé par une droite H,, de P.

e Trois points distincts mq, mgy, ms du plan P* sont alignés si et seule-
ment si les droites H,,,, H,,,, H,,, du plan P sont trois droites distinctes
concourantes.

e Une droite d de P* correspond & la famille des droites de P passant par
un méme point, et donc peut se caractériser dans P par ce point com-
mun qu’on notera My. La famille de droites passant par M, sera appelée
faisceau de droites de point de base M.

e La figure formée dans P* par une droite d passant par deux points m; et
mgy correspond aux deux droites H,,,, H,,, qui se coupent au point M.
Remarque : On a un plongement naturel m de ’espace vectoriel E dans son

bidual E** en posant pour tout M € E et tout m € E*

7(M)(m) =m(M).

Ainsi M, par lintermédiaire de son plongement 7(M), s’interpréte comme
une forme linéaire sur £*. Le noyau de cette forme linéaire est un hyperplan
de E*. Tout ceci "passe" aux espaces projectifs correspondants. On peut donc
préciser le dictionnaire. L’espace P(E) s’identifie & P(E**). Un point 7(M)
de P(E**) donne, grace a son noyau, un hyperplan de P(E*). On retrouve
bien I’hyperplan qui était associé précédemment au point M.

2.3.2 Exemples de situations duales

Compte tenu de ce dictionnaire on peut écrire des théorémes duaux de
théoréemes déja établis. Par exemple pour le théoréeme de Desargues et le
théoréme de Pappus, on obtient les théorémes duaux suivants :

Théoréme 2.3.1 (Dual du théoréme de Desargues dans le plan)
Dans un plan projectif P considérons trois points A, B,C deuzr 4 deux dis-



46 Chapitre 2

tincts alignés sur une droite D. On note D, et Dy (respectivement D et Dy,
D! et DY) deuz droites distinctes et distinctes de D, passant par A (respecti-
vement par B, par C). Soit d; la droite joignant l'intersection de D, et de D},
a lUintersection de Dy et de D). Soit dy la droite joignant I’ intersection de
D, et de DY a lintersection de Dy et de DY. Enfin soit ds la droite joignant
I’ intersection de D} et de DY a Uintersection de DY et de Dy. Alors les trois
droites dy, do, d3 sont concourantes.

Théoréme 2.3.2 (Dual du théoréme de Pappus) Soient deux points
distincts A et B d’un plan projectif. On se donne trois droites D1,Dy,Ds
(respectivement D}, D}, Dy ) passant par A (respectivement passant par B).
Soit dy (respectivement ds, ds) la droite joignant 'intersection de Dy et DYy a
Uintersection de Dy avec D} (respectivement la droite joignant l’intersection
de D, et Di a lintersection de Dy avec DY, la droite joignant lintersection
de Dy avec Dj a lintersection de D3 avec D). Alors les trois droites dy, da, d3
sont concourantes.

Regardons comment s’exprime la notion de perspective lorsqu’on utilise la
dualité. On part donc de deux droites distinctes di et dy de P(E*), c’est-
a-dire de deux faisceaux de droites concourantes, F4 (faisceau de droites
concourantes en A) et Fp (faisceau de droites concourantes en B), dans
P(E). On prend un point U de P(E*) hors des droites d; et do, c’est & dire
une droite Dy dans P(E) qui n’appartient ni au faisceau F4 ni au faisceau
Fg. Si M est un point de d;, c’est-a-dire si Dy, est une droite du faisceau
F4, on lui fait correspondre M’ de dy, c’est-a-dire la droite Dy, du faisceau
Fg, tel que U, M, M' soient alignés, c’est-a-dire que Dj; et Dy se coupent
sur la droite Dy.

On caractérise alors une transformation perspective d’un faisceau sur un
autre par le théoréme :

Théoréme 2.3.3 Pour qu’une transformation projective d’un faisceau F5
sur un faisceau Fg distinct de F4 soit une perspective, il faut et il suffit que
la droite AB du faisceau Fs soit transformée en elle-méme.
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2.4 Exemples d’espaces projectifs et de trans-
formations projectives

2.4.1 Espaces d’hyperplans

Nous venons de voir ces espaces lors de ’étude de la dualité. Regardons le cas
particulier du plan projectif P. On a vu qu’une droite de points de I’espace
projectif dual P* s’interpréte dans le plan P comme un faisceau de droites
concourantes. Soient alors 4 points my, mg, m3, m4 d’une droite d de P*. Les
droites correspondantes H,,,, H,,, Hy,,, H;, sont concourantes.

Théoréme 2.4.1 Soit D une droite quelconque du plan P, qui coupe H,,,,
H,,, H,,, Hy,, respectivement en M, My, M3, My. Alors

(mla ma,ms, m4) = (Mla MQ; M37 M4)

Preuve. Nous avons déja vu que le birapport découpé par les 4 droites H,,,,
H,,, H,,, H,,, sur la droite D, ne dépendait pas de cette droite. Il nous
faut montrer que ce birapport est celui des points my, mo, ms, m4 de la droite
d du plan P*. Plagons-nous dans deux repéres duaux pour P et P*. Notons
(u; = v; : w;) les coordonnées projectives de m; dans P*. Ainsi la droite H,,,
de P a pour équation u; X +v;Y +w;T = 0. Prenons pour droite D (dans P)
la droite & l'infini T = 0. Alors le point M; a pour coordonnées projectives
(X; : Y, : T;) avec X; = —v;,Y; = u;, T; = 0. On voit ainsi que les points
My, My, M3, My sont les images respectives des points mq, mg, ms, my par
I’homographie de d sur D définie par

X=—-v,Y=uT=0.
Donc le birapport est conservé. []
Nous venons au passage, par I'introduction de I’homographie de la droite d
de P(E*) sur la droite a l'infini de P(E), définie par
X=—v,Y=uT=0,
de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2 Soit d une droite de P(E*) et D une droite de P(E) qui
ne passe pas par le point de concours du faisceau linéaire de droites, donné
par d. L’application de d sur D, qui a tout m € d fait correspondre le point
M, intersection de D avec la droite H,, du faisceau linéaire de droites donné
par d, est une homographie.
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2.4.2 Espaces de cercles

On considére les polyndmes homogeénes en 3 variables, a coefficients dans R,
de la forme

FX,Y,T) = a(X? + Y?) + 26XT + 2¢YT + dT?.

C’est un espace vectoriel E de dimension 4. L’espace projectif P(E) est de
dimension 3. Tout point F' de P(E) est représenté par un polynome tel que
f(X,Y,T), ou (a,b,c,d) # (0,0,0,0). Par ailleurs les objets de cet espace
projectif ont une signification géométrique. Chaque équation f(X,Y,7T) =10
définit un ensemble de points de P,(C) appelé cercle (sauf cas particulier).
Comme deux équations proportionnelles (avec un facteur non nul) définissent
le méme cercle, on a ce qu'il nous faut : chaque point F' de P(E) est en
correspondance bijective avec un cercle Cr de Po(C). Remarquons que pour
a=0, f(X,Y,T) =T(2bX+2cY +dT), donc le cercle correspondant dégénére
en deux droites : la droite & I'infini 7" = 0 et la droite 26X + 2cY 4+ d7T = 0.
Si a # 0 alors les points a l'infini du cercle Cr sont les points de ’espace
projectif Py(C) vérifiant 7 = 0 et X? + Y2 = 0. On obtient deux points
de coordonnées homogénes (1 : 7 : 0) et (1 : —i : 0). Ce sont les points
cycliques.

Théoréme 2.4.3 Les cercles (éventuellement dégénérés) sont les courbes dé-
finies par un polyndme homogéne de degré 2, qui passent par les points cy-
cliques. On peut dire aussi : les cercles sont les coniques passant par les points
cycliques.

Preuve. Nous venons de voir que tous les cercles passent par les points
cycliques. Soit maintenant une conique qui, dans le repére projectif donné,
passe par les points cycliques. Son équation générale est

aX?+bY?2+cXY +dXT +eYT + fT? =0,
avec a,b,c,d,e, f € R. Les points a l'infini vérifient donc
aX?+bY? 4+ cXY = 0.
Puisqu’elle passe par les points cycliques on a

a—b—ci=0,
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a—b+1ic=0.
On en conclut que a = b et ¢ = 0. La conique est donc bien un cercle.

Remarque : La notion de "cercle géométrique" dépend de 'interprétation
géométrique qu’on fait d’un polynéme homogéne "équation d’un cercle".
C’est donc une notion qui dépend d’un repére choisi et qui ne persiste pas
si on effectue un changement de repére ou une homographie. La notion de
cercle géométrique n’est pas une "notion projective". En revanche la notion
de "conique géométrique" est une notion projective.

On définit des sous-espaces de I'espace projectif des cercles qui, rappelons-le,
est de dimension 3. On parlera en particulier de faisceaux de cercles pour
les sous-espaces de dimension 1.

2.4.3 Espaces de coniques

L’espace des coniques se construit comme celui des cercles. Cette fois-ci on
considére les polyndmes homogénes en 3 variables, & coefficients dans R, de
la forme

fIX,)Y,T) =aX?*+bY?+2cXY + 2dXT + 2eYT + T2

C’est un espace vectoriel E de dimension 6. L’espace projectif P(E) est de
dimension 5. Tout point F' de P(E) est représenté par un polynome tel que
f(X,Y,T), ou (a,b,c,d,e, f) # (0,0,0,0,0,0).

Chaque équation f(X,Y,T) = 0 définit un ensemble de points de Py(C)
appelé conique (sauf cas particulier). Comme deux équations proportionnelles
(avec un facteur non nul) définissent la méme conique, on a : chaque point
F de P(E) est en correspondance bijective avec une conique Cr de Py(C).

La encore on s’intéresse a certains sous-espaces de I’espace des coniques. En
particulier les sous-espaces de dimension 1 que nous appellerons faisceaux
de coniques.

Remarque : une conique est déterminée par 5 conditions (I’espace est de
dimension 5). Cela peut étre 5 points, 5 tangentes, une combinaison de ces
conditions, ou d’autres encore. En particulier, si on sait que la conique est un
cercle, cela équivaut a la donnée de deux conditions (la conique passe par les
deux points cycliques). 11 suffit alors de 3 autres conditions pour déterminer
entiérement le cercle.
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2.4.4 Un peu d’optique

On s’intéresse a 'image d’un point M a travers une lentille de foyers F} et F5.
Si M est hors de I’axe optique on construit la droite passant par M, paralléle
a l'axe optique, qui coupe la lentille en J. Puis on considére la droite issue
de M qui passe par F}. Elle coupe la lentille en I. La droite JF5 et la droite
issue de I, paralléle & I’axe optique, se coupent en M’ image de M.

Si le point est en M; sur ’axe optique on construit son image de la maniére
suivante. On trace un segment M; M paralléle a la lentille, on construit M’,
on trace la droite passant par M’ paralléle & la lentille; cette droite coupe
’axe optique en Mj.

Prenons comme repére projectif le point a I'infini Py, = (1 : 0 : 0) de I’axe
optique, le point a l'infini Ly, = (0 : 1 : 0) de la droite qui matérialise la
lentille, le point O = (0: 0 : 1) et enfin le point unité de maniére a respecter
les unités de mesure. Le point Fy aura les coordonnées (f : 0 : 1), et Fy
les coordonnées (—f : 0 : 1). Si le point M a pour coordonnées projectives
(X :Y : T) un calcul simple montre que 'image M’ a pour coordonnées
(X":Y'":T") avec

X'=fX
V' = fY
T = X + fT.

On a donc une transformation homographique de matrice

f 00
A=10 f 0
10 f
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Chapitre 3

Les coniques en géométrie
projective

3.1 Les coniques projectives

3.1.1 Avertissement sur les courbes algébriques

Travailler avec des objets géométriques tels que droites, cercles, coniques,
peut se ramener a étudier leurs représentations analytiques, c’est-a-dire leurs
équations. On s’intéresse alors aux racines communes pour les questions d’in-
tersection.

Ces équations sont des équations algébriques (données par des polynomes).
Dans ce cours nous nous contenterons des équations de degré 1 (hyperplans),
ou de degré 2 (quadriques). Ceci correspond dans le plan aux droites et aux
coniques.

Ce point de vue des équations nous permet de comprendre les diverses ex-
tensions qu’on est amené a faire a la théorie vectorielle ou affine classique de
la géométrie réelle.

Les trois extensions indispensables

Placons-nous par exemple en géométrie plane. Nous avons déja vu la premiére
extension : il s’agit de masquer le cas particulier de droites qui ne se coupent
pas, en faisant en sorte que deux droites distinctes se coupent toujours. Cela
fait intervenir la structure projective. Grace a cette structure on "rajoute”

93
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les points & l'infini. En ce qui concerne la géométrie des droites on a 1a ce
qu’il nous faut.

Dés qu’on fait intervenir des polynémes de degré > 1, d’autres problémes se
posent. Par exemple une droite et un cercle ne se coupent pas toujours
dans le plan réel. L’équation 22 + y? = —1 est indistingable de par exemple
z* +y? = —1 du point de vue de I'ensemble des points du plan réel (ici vide)
défini par ces équations. Pour résoudre ces problémes, bien qu’on travaille sur
des courbes définies sur R, on considére, en plus des points a coordonnées
réelles, les points de la courbe (i.e. vérifiant la ou les équations de la courbe)
a coordonnées complexes. On obtient alors ce qu’on appelle la courbe com-
pléte. Désormais une droite et une conique, sauf cas de tangence, se coupent
toujours en 2 points, deux coniques se coupent, sauf encore cas particuliers
de tangence, en 4 points.

Il reste encore a régler le cas des contacts. Un droite tangente & une conique
ne la coupe qu’en un seul point. Cependant du point de vue algébrique on
voit bien que dans ce cas certaines équations ont des racines multiples. La
encore si on veut essayer de rendre la théorie agréable & dérouler, il convient
d’introduire la notion de multiplicité d’un point d’intersection.

Ainsi les trois extensions suivantes vont étre utilisées :
e Espace projectif (ajout de points a I'infini).

e Points complexes d’une courbe définie sur R.
e Multiplicité des intersections.

Transformations homographiques et similitudes

Supposons maintenant que ’espace F soit un espace vectoriel eucli-
dien réel. L’hyperplan affine H qui va servir de carte a donc lui-méme une
structure euclidienne. Peut-on caractériser les similitudes de H a I’aide des
transformations projectives de P = P(E)?

Théoréme 3.1.1 Soit E un espace euclidien réel de dimension n + 1 ot
n > 2. Soit H un hyperplan affine de E ne passant pas par l’origine. Notons
P lespace projectif P(E), de dimension n. Pour qu’une transformation pro-
jective ait pour “trace” sur la carte H une similitude, il faut et il suffit qu’elle
laisse invariante la sphére & linfini (avec ses points complexes).

Preuve. Si sur la carte H on a une similitude, en particulier on a une
transformation affine. Donc I’ hyperplan a I'infini est transformé en lui-méme.
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Comme les sphéres de H sont transformées en des sphéres, 'intersection de
I’hyperplan a I'infini avec une sphére est globalement invariante. C’est-a-dire
que la sphére a I'infini est globalement invariante.

Réciproquement si la sphére a l'infini est globalement invariante il en est
de méme de I’hyperplan contenant cette sphére, c’est-a-dire ’hyperplan a
Iinfini. Donc I’application est une transformation affine. Comme la sphére
a l’infini est globalement invariante, I'image d’une sphére est une sphére et
donc l'application est une similitude.

Remarque : En particulier si on prend n = 2 (cas du plan projectif),
pour qu'une transformation projective ait pour “trace” sur la carte H une
similitude, il faut et il suffit qu’elle laisse globalement invariant 1’ensemble
formé des deux points cycliques.

3.1.2 La dualité revisitée
La mise en place des notions de base

Nous avons déja vu une premiére approche de la dualité, basée sur la notion
de dual algébrique, qui consiste & étudier simultanément P(E) et P(E*).
Alors les propriétés de configurations de points dans P(E*) s’interprétent avec
des propriétés de configurations d’hyperplans dans P(E), et réciproquement.
Cependant les objets de P(E) et P(E*) restent dans des espaces différents.

Pour bien comprendre ce que nous allons faire maintenant, plagons-nous
dans le cas simple d’un plan projectif P(E). Nous allons supposer que
nous disposons d’une conique projective C non dégénérée dans P(E) (c’est-
a~dire d’une forme quadratique non dégénérée de E). Du coup cette conique
va permettre une identification du dual P(E*) avec 'espace P(E), et tous les
objets introduits : les points de P(E*), les droites correspondantes de P(E),
les droites de P(E*), les points correspondants de P(FE), la conique C vont se
retrouver sur le méme dessin. Le but de cette partie est de regarder comment
tous ces objets se mettent en place.

La conique C a comme équation
QX,Y,T) =0,

ou
QX,Y,T) = aX?4+bY?+2eXY +2dXT +2eYT + fT2.
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A tout point M, dans P(E), de coordonnées projectives (X, : Y1 : T}) asso-
cions le point m; du dual P(E*) défini par

mi(X Y :T) = aXg X+ Y +e( X Y+ X)+Hd( X THT X ) +e(MT+T YY)+ f T T,
ce qui donne encore
miy(X Y : T) = (aX1+cY1+dT) X+ (e X1+ +eTn) Y +(d X +eYi+ fT1)T.

Introduisons la matrice

o

I
L O
o Ao
~ O

On a alors
X

ml(XYT):(XlYlTl)A Y
T

Définition 3.1.2 La droite d’équation
(X1 +cY1+dT)X + (X, +0Y1 +eTN)Y + (dXy +eYr + fT1)T =0
est appelée la polaire du point M, par rapport a la conique C.

Remarque : Le calcul que nous avons fait n’est rien d’autre que I'introduc-
tion de la forme bilinéaire symétrique B associée a la forme quadratique
Q. Ainsi

B((X,Y1,7),(X,Y, 7)) =m(X : Y : T).

Résumons la situation : & partir de la forme quadratique (), nous construisons
la forme bilinéaire B (obtenue en pratique comme indiqué précédemment
par la régle dite du dédoublement des termes). Cette forme bilinéaire
nous permet de définir une bijection de E dans E* et aussi de P(E) dans
P(E*). Un point M de P(E) étant donné on lui fait correspondre un point
m = s(M) de P(E*). Ce point m définit une classe de formes linéaires ayant
toutes le méme noyau : une droite D dans P(F) :

m(N) = B(M, N),

D={N | m(N)=0}={N | B(M,N) =0}
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Réciproquement, partons d’une droite D de P(E), cette droite est le noyau
d’une classe de formes linéaires donnant un point m de P(E*). Comme ’ap-
plication de E dans E* ou de P(E) dans P(E*) définie par B est bijective,
on sait qu’il existe un point M et un seul tel que pour tout point N on ait
B(M,N) =m(N).

Définition 3.1.3 Le point M ainsi trouvé est appelé le pole de la droite D
par rapport & la conique C.

Rappelons aussi la définition suivante qui concerne les formes bilinéaires.

Définition 3.1.4 Deuz points My et My de P(E) sont dits conjugués par
rapport a C si
B(Ml, MQ) - 0

Ainsi les définitions impliquent que la polaire de M; par rapport a C est
I’ensemble des points conjugués de M; par rapport a C.

Théoréme 3.1.5 Si la polaire de A passe par B, la polaire de B passe par
A.

Preuve. Si la polaire de A passe par B , les points A et B sont conjugués.
Donc la polaire de B passe par A. [

Equation tangentielle

Théoréme 3.1.6 Soit My un point du plan P(E). Alors M, est un point de
la conique C si et seulement si la polaire de My par rapport a C est tangente
a C. Dans ce cas elle est tangente a C en M.

Preuve. Supposons que M; soit sur la courbe C. Le point M; est lui-méme
sur la polaire puisque

B(M,, My) = Q(M,) = 0.

Soit M, un autre point de cette polaire qui n’est pas sur C. Alors tout point
de la polaire autre que M, s’écrit M = M; + AM,. Cherchons quels sont
parmi ces points, ceux qui sont sur C (intersection de la polaire avec C). Pour
cela on écrit

Q(M; + A\M,) = 0.
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On obtient alors

Mais Q(M;) et B(M;, M,) sont nuls, tandis que (M) # 0. On en conclut
que A est solution double. La polaire de M; coupe C en deux points confondus
en M;.

Réciproquement supposons que la polaire H; de M; soit tangente & C. Alors
grace a la partie directe on voit que le point M’ de C ou H est tangente a C
a aussi pour polaire H. Donc M; = M'. O

Remarque : On aurait pu dire aussi que les coeflicients de la tangente en
M; a C sont

0 0 0

8—§(X17 }/17 T1)7 8—§(le }/17 Tl): 8—2(‘){17 }/17 Tl)
On constate alors qu’on obtient pour tangente la polaire de M;.

Notons g la bijection de E sur son dual £* que nous avons déja utilisée et qui
consiste a faire correspondre a tout z de E la forme linéaire ¢(z) définie par
q(z)(y) = B(zx,y). Nous continuerons & noter aussi par ¢, ’application corres-
pondante de P(E) sur P(E*). Définissons alors sur E* la forme quadratique
(Q)* définie par
Q" (v) = Qg™ (u)).

Nous noterons B* la forme bilinéaire associée. La matrice A* de cette forme
quadratique est l'inverse de la matrice A de la forme quadratique Q).

Soit M un point quelconque de C et m = ¢g(M). La condition M € C est équi-
valente a Q(M) = 0, donc aussi & @*(m) = 0. Mais on a vu précédemment
que M € C si et seulement si la polaire de M est tangente a C, c’est-a-dire si
la droite associée & m est tangente & C. Donc en conclusion :

Théoréme 3.1.7 La droite associée a la forme linéaire m est tangente a C
si et seulement si Q*(m) = 0.

Ceci s’exprime analytiquement, en faisant intervenir les coordonnées homo-
génes de m dans P(E*), sous la forme :

La droite de P(E) d’équation

UX+VY+WT =0
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est tangente & C si et seulement si
Q*(U,V,T)=0.
Définition 3.1.8 L’équation
Q"(U,V,T)=0
est appelée équation tangentielle de la conique C

Remarque : le passage des coordonnées projectives (X : Y : T) du point
M € P(F) aux coefficients (U : V : W) de sa polaire (qui sont les coordonnées
projectives du point m de P(E*)), se fait griace a la matrice A

U X
V | =AY
w T

La détermination du pole d’une droite, dont les coefficients sont donnés, se
fait grace a la matrice inverse

X U
Y | =A1 V
T w

Poles et polaires

Le probléme qui se pose maintenant est de placer sur un méme dessin la
conique C, un point, sa polaire, et de donner des méthodes géométriques
concrétes pour construire la polaire d’un point, ou réciproquement, le pole
d’une droite.

Faisons une premiére remarque. Soit A un point du plan projectif P(E). Soit
H une tangente a C passant par A. Appelons B le point de tangence. Alors
B est un conjugué de A. En effet la polaire de B est, d’aprés ce que nous
avons vu, la tangente H, et passe par A. Donc la polaire de A passe par B.

Théoréme 3.1.9 Soit A un point du plan projectif P(E) qui n’est pas sur
la conique C. Soit H une droite issue de A qui coupe la conique C en deux
points distincts I et J. Alors il existe sur H un conjugué de A et un seul.
C’est le point B de H défini par (A, B,1,J) = —1.
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Preuve. Soit D la polaire de A. Comme A n’est pas sur C, D ne passe pas
par A. Par suite D et H ne sont pas confondues et ont donc un point et un
seul d’intersection B. C’est donc le seul point conjugué de A qui soit sur H.
Considérons maintenant que A soit le point origine de la droite H et B le
point a 'infini. Tout point M de la droite H, excepté B, s’écrit M = A+ \B.
Cherchons les paramétres Ay et Ay des points I et J. Pour cela écrivons qu’ils
sont sur la conique, c’est-a-dire

QA+ AB) =0.

Cette égalité donne encore, en introduisant la forme bilinéaire symétrique R
associée a la forme quadratique @,

Q(A) +2\R(A, B) + \*Q(B) =0,

Q(A) + N’Q(B) = 0.

On trouve donc A; = —A;. Si on choisit I pour point unité, alors A\; = 1, et
donc (A,B,I,J)=X;=-1.0

Compte tenu du théoréme 3.1.9 et de ’exemple développé en 2.2.6 sur le qua-
drilatére complet, pour construire la polaire d’un point A, on peut procéder
comme suit : on trace deux sécantes issues de A a la conique, qui la coupent
respectivement en PQ et M N ; les droites PN et QM se coupent en I, les
droites PM et QN se coupent en J; la droite I.J est la polaire cherchée (cf.
figure 3.1).

Droites conjuguées

Définition 3.1.10 Soient deuz droites Hy et Hy du plan projectif P(E). Ces
deuz droites correspondent & deux points my et my du plan P(E*). Nous
dirons que ces deuz droites sont conjuguées par rapport a la conique C st
R*(my,ms) =0, ot R* est la forme bilinéaire symétrique associée a Q*.

Remarque : compte tenu de la définition de @Q* on voit que deux droites
sont conjuguées, si leurs poles sont conjugués. Autrement dit, si M; et M,
sont les poles respectifs de H; et Hs, alors on a aussi B(M;, M,) = 0.

Soit H; une droite fixée dans P(F). Notons M; son pole. Les droites H qui
sont conjuguées de H; forment un espace de dimension 1 : c’est le faisceau
linéaire des droites passant par M;.
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F1G. 3.1 — Point A et sa Polaire D

Suite du dictionnaire, transformation par polaires réciproques

Nous complétons maintenant le dictionnaire commencé dans la section 2.3.1,
en tenant compte de la coexistence dans le méme espace P(FE), des éléments
de P(F) et de ceux de P(E*) ramenés dans P(F) par conjugaison.

Donnons un exemple. Un point M de P(E) est aussi une droite d de P(E*)
(droite correspondant au faisceau de droites de P(F) passant par M). Cette
droite d de P(E*), est ramenée dans P(E) grace au produit scalaire. Elle est
représentée par conjugaison, par une droite D de P(E), la polaire de M.

Remarquons que la conique C associée a la forme quadratique @, dans P(E),
donne la conique C', associée a la forme quadratique Q*, dans P(E*). Par
conjugaison par rapport a (), on retrouve la conique C elle-méme. Un point
de la conique C est dans P(E*) une droite tangente a C'. Par conjugaison on
trouve la tangente & C en M (en fait la polaire du point M).

On donne parfois le nom de transformation par polaires réciproques a
la transformation qui & une droite ou un point de P(F) fait correspondre son
élément polaire. Cette définition peut étre améliorée en disant qu’en fait la
transformation porte sur les éléments de contact (couple formé d’une droite
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et d’un point sur la droite), et qu’elle transforme un élément de contact en un
élément de contact. On peut alors transformer une courbe qui en tout point
admet une tangente en transformant les éléments de contact de la courbe
(formés d’un point de la courbe et de la tangente a la courbe en ce point). Ce
que nous venons de dire précédemment signifie que la conique par rapport a
laquelle nous prenons la conjugaison, est invariante par cette transformation
d’éléments de contact.

Remarque : conjugaison et homographies

On peut définir, grace a la conjugaison par rapport a une conique, diverses
applications : application de P(E) sur P(E*), application de P(E) sur l’en-
semble des droites de P(E), application d’une droite de P(E) sur un faisceau
de droites de P(E) etc. Toutes ces applications sont projectives, et ceci dé-
coule principalement de la remarque immédiate suivante : ’application ¢ de
P(FE) dans P(E*), introduite au début, et qui & un point M, fait correspondre
le point m; de P(E*), tel que my(M) = B(Mi, M), est une application pro-
jective.

3.2 La structure projective d’une conique

3.2.1 Définition de la structure

Dans cette partie nous nous placons dans le plan projectif sur R et nous
fixons une conique C non dégénérée de ce plan que nous étudions en tant
qu’objet isolé et non en tant que point d'un certain espace de coniques
comme nous ’avons fait dans d’autres parties.

La conique C a pour équation Q(X,Y,T) = 0 ou @ est un polyndme a
coefficients réels homogéne absolument irréductible de degré 2.

Fixons un point A sur C. On sait que le faisceau de droites passant par
A, qu’on notera Fj, a une structure d’espace projectif. Chaque droite H
passant par A coupe la conique C en un deuxiéme point c4(H) qui peut
étre éventuellement A lui-méme dans le cas particulier de la tangente a C
passant par A. L’application c4 est une bijection de F4 sur C qui permet de

transporter sur C la structure projective du faisceau de droites passant par
A.
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Le théoréme suivant montre I’indépendance de cette structure trans-
portée sur la conique, par rapport au point A choisi.

Théoréme 3.2.1 (Steiner) Si A et B sont deux points distincts de C, ’ap-
plication ¢ de Fy sur Fg définie par

¢ = CEI O Cy,
est une homographie de F4 sur Fp.
Preuve. Fixons un repére projectif tel que A= (1:0:0), B=(0:1:0).
Supposons de plus que le point C' = (0 : 0 : 1) soit aussi sur la conique et

le point unité ol on veut. Alors si nous écrivons 1’équation générale d’une
conique sous la forme

aX?+b0Y2+cXY +dXT +eYT + fT? =0,

en écrivant que les points A, B, C sont sur la conique, on voit que a = b =
f = 0. Donc I’équation de la conique est

cXY +dXT +eYT = 0.

Les droites (a I’exception de la droite 7' = 0) du faisceau F4 ont pour équa-
tions

Y —aoT =0.

Cherchons les coordonnées (U : V : W) du deuxiéme point d’intersection de
la droite de paramétre o avec la conique. On obtient

u eq

W ca+d
V
— = q.
W

Si on refait le méme calcul & partir du faisceau Fg alors

v o
W - )
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(€

A
B
Fi1a. 3.2 — Théoréme de Steiner
Par suite
,_ex
T ca+d

On a bien une relation homographique entre « et o/. [J

Remarque : le cas particulier de la droite 77 = 0 correspond & a = o0
auquel cas la transformée est la droite tangente en B a la conique (on vérifie
facilement que c’est bien le cas).

Remarque : le cas d’'une conique dégénérée peut aussi se traiter, pourvu
que la conique soit réunion de deux droites, dont I'une est AB et dont I’autre
ne passe ni par A ni par B (sinon la transformation n’est pas bijective).

Théoréme 3.2.2 (Réciproque du théoréme de Steiner) Si ¢ est une
homographie du faisceau Fa sur le faisceau Fg alors lintersection d’une
droite H du faisceau Fa avec la droite ¢(H) du faisceau Fp engendre une
conique (éventuellement dégénérée) qui contient A et B. Si la droite AB qui
appartient auxr deuz faisceaux est transformée en elle-méme, alors la conique
est dégénérée en deux droites dont ['une est AB. Dans tous les autres cas la
conique est non dégénérce.
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Preuve. Si on a une homographie de F4 sur Fp alors on a une relation
homographique de la forme

,  ua+v

o = .
wo +t

En composant par une homographie bien choisie on peut se ramener a une

homographie du type
, eq

T T ca+d

Le calcul du théoréme précédent montre que le point d’intersection d’une
droite de F4 avec son homologue de Fg décrit une conique contenant A et
B. La conique cXY + dXT +eYT = 0 est dégénérée si et seulement si I'un
des coeflicients est nul. Dans ce cas, la conique dégénére en deux droites. La
droite AB doit étre I'une de ces deux droites, sinon les deux droites passent
I'une par A, 'autre par B, et la transformation n’est pas bijective. Donc
forcément 'une des deux est AB et l'autre une droite qui ne passe ni par
A ni par B. Il est alors facile de voir que la droite AB est transformée en
elle-méme. [J

Remarque : Le cas ot la conique est dégénérée correspond a une perspective
du faisceau F4 sur le faisceau Fz. C’est le seul cas oul la conique dégénere.

Regardons la situation duale :

Théoréme 3.2.3 Soient Dy et Dg deux droites distinctes, tangentes ¢ une
conique non dégénérée C. Soit My un point de Dy. On meéne depuis My
Pautre tangente (sauf cas particulier de tangente double) & la conique, qui
coupe la droite Dg en Mj,. Alors la transformation qui & My fait corres-
pondre M}, est une homographie de la droite D4 sur la droite Dg.

Preuve. C’est le théoréme dual du théoréme 3.2.1. [J
Théoréme 3.2.4 Si on a une homographie ¢ d’une droite D4 sur une autre
droite Dpg, alors les droites qui joignent les points homologues enveloppent

une conique (qui peut étre dégénérée : cas ot le point d’intersection des deux
droites Dy et Dg est transformé en lui-méme) qui est tangente o D et Dp.

Preuve. C’est le théoréme dual du théoréme 3.2.2. O
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3.2.2 Birapport

Nous venons de voir qu’on peut mettre sur une conique une structure de
droite projective. On peut donc parler du birapport de quatre points de la
conique, et plus généralement, de toutes les notions introduites sur la droite
projective.

Soient My, My, M3, M, quatre points d’une conique propre C. On suppose
que les 3 premiers sont distincts deux a deux. Fixons un point A de C. Alors
le birapport est, compte tenu de la définition de la structure projective de la
conique, le birapport des quatre droites AM;, AMy, AM5, AM,. Nous avons
vu que ce birapport est indépendant du point A choisi.

3.2.3 Théoréme de Pascal et de Brianchon

Théoréme 3.2.5 (Pascal) Sur une conique non dégénérée C on prend 6
points deur & deuz distincts C, N, D, A, M, B qui donnent un hexagone. On
numérote les cotés de 1 a 6 dans l'ordre CN, ND, DA, AM, MB, BC.
Et on considére les intersections des cotés opposés 1 — 4, 2 —5, 3 — 6. Ces
intersections sont alignées. Ainsi les points U = CNNAM,V = NDNMB,
O = DAN BC sont alignés.

Preuve. Supposons le point N variable. L’application qui a la droite C N du
faisceau issu du point C' fait correspondre la droite DN du faisceau issu de D
est projective en vertu du théoréme de Steiner. Soit U le point d’intersection
de CN avec AM et V le point d’intersection de DN avec BM. L’application
de la droite AM sur la droite BM qui & U fait correspondre V' est homo-
graphique. En effet 'application qui & U donne C'N est une homographie
d’aprés le théoréme 2.4.2, I'application qui & C'N associe DN est aussi une
homographie ainsi qu’on vient de le voir, et enfin, de nouveau en vertu du
théoreme 2.4.2, 'application qui a DN associe V' est une homographie. De
plus, si U est au point M (cas ou N est en M) alors V est aussi en M.
Donc la transformation qui a U fait correspondre V' est une perspective. En
prenant les cas particuliers ot NV est en A puis ou N est en B, on voit que
le centre de cette perspective est au point O, intersection de DA et BC'. On
en conclut que U, V et O sont alignés.

Le théoréme de Pascal peut aussi s’appliquer & un pentagone. On considére
par exemple que le point M est en A, auquel cas on remplace la droite AM
par la tangente en A & la conique.
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FiG. 3.3 — Théoréme de Pascal
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U

F1G. 3.4 — Théoréme de Pascal pour un pentagone

Chapitre 3
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Fi1G. 3.5 — Théoréme de Brianchon

Le théoréme de Pascal admet aussi un théoréme dual appelé théoréme de
Brianchon.

Théoréme 3.2.6 (Brianchon) Soit une conique non dégénérée C. On consi-
dére 6 tangentes deux & deux distinctes qui forment les cotés d’un hexagone
My, My, M3, My, My, Mg dans lequel la conique est inscrite. Alors les droites
MMy, MyMs, MsMsg, joignant les sommets opposés, sont concourantes.

3.2.4 Constructions de points et de tangentes

On dira que n points d’un plan projectif sont en configuration générale
lorsque aucun sous-ensemble de trois points pris parmi les n points ne consti-
tue un alignement. On a la notion duale de n droites en configuration géné-
rale : aucun sous-ensemble de trois droites prises parmi les n droites n’est un
ensemble de trois droites concourantes.

Construction d’un point d’une conique donnée par 5 points

On donne 5 points en configuration générale, notés A, N, B, D, C. On sait
qu’il passe une conique C et une seule par ces 5 points. Cette conique est non
dégénérée. On trace une droite A passant par A. Construire I'intersection M
de C avec A.
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Le théoréme de Pascal nous fournit une construction.

1) On construit O = CBN AD,
2) On construit U = CN N A,

3) On construit V.= 0OU N DN,

4) On counstruit M = BV N A.

Construction d’une tangente & une conique donnée par 5 tangentes

On donne 5 tangentes en configuration générale notées D4, Dy, Dp, Dp,
De. On sait qu’il existe une conique C et une seule tangente a ces 5 droites.
Cette conique est non dégénérée. On prend un point m sur la droite Dg4.
Construire I'autre tangente, D,,, a la conique C.

Il s’agit de la situation duale de la situation précédente.

1) On construit la droite Ag = Droite(Dc N Dy, Ds N Dp),
2) On construit la droite Dy = Droite(Dc N Dy, m),

3) On construit la droite Dy = Droite(Do N Dy, Dp N Dy),
4) On construit la droite D,, = Droite(Dg N Dy, m).

Construction d’une tangente en un point choisi parmi 5 points dé-
finissant une conique

On donne 5 points en configuration générale, notés A, N, B, D, C. On veut
construire la tangente en A a la conique définie par ces 5 points.

Le théoréme de Pascal pour les pentagones nous fournit une méthode. Soient
D, C, A, N, B les 5 points. Numérotons les cotés de la facon suivante : DC
est le 1, CAle 2, AA (tangente en A) est le 3, AN le 4, NB le 5 et BD le 6.

1) On construit le point I = CD N AN,
2) On construit J = CANNB,

3) DB coupe IJ en K,

4) K A est la tangente cherchée.

Construction du point de contact d’une tangente choisie parmi 5
tangentes définissant une conique

On donne 5 tangentes en configuration générale notées Dy, Dy, Dg, Dp,
D¢. On cherche le point de contact A de D4 avec la conique définie par ces
5 tangentes.
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(delta)

N

F1G. 3.6 — Construction d’un point
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Ce probléme est le probléme dual du précédent.

1) On construit la droite Dy = Droite(Dc N Dp, D4 N Dy),
2) On construit la droite Dy = Droite(Dc N D4, Dy N Dp),
3) On construit la droite Dg = Droite(Dp N Dg, DN Dy),
4) Le point D N Dy est le point cherché.

3.2.5 Conique & structure projective plongée dans le
plan

Désormais nous relions la structure projective de la conique avec des
propriétés géométriques de la conique en tant qu’objet plongé dans le
plan.

Théoréme de Frégier

Théoréme 3.2.7 (Frégier) Soit C une conique non dégénérée dans le plan
projectif. On considere sa structure projective. Soit A un point qui n’est pas
sur C. L’application ¢ qui a tout point M de la conique C fait correspondre
le deuxiéme point d’intersection de la droite AM avec C est une involution.
Réciproquement, soit ¢ une involution de la conique C sur elle-méme. Alors
les droites joignant les points homologues M, ¢(M) sont concourantes.

Preuve. Soit A un point qui n’est pas sur C. Soit O un point fixé sur C.
Soit A une droite fixée passant par A, qui coupe la conique C en deux points
distincts, et distincts de O, M; et M]. La tangente a C issue de O coupe A
en I. Soit maintenant un point M quelconque de C, et M’ son homologue
par la transformation ¢. Enfin, notons K l'intersection de OM avec A.
Alors on a les égalités suivantes concernant les birapports :

(My, M!,0, M) = (OM;,0M!,01,0K) = (My, M!, I, K),
(My, M!,0,M") = (MM, MM!, MK, MA) = (M, M!, K, A).

On constate que
(M17 M{a Oa M) X (MI: M{v O: M,) = (Mla M{a Iv A)7
et comme les points M;, M], A, I sont fixes, le produit

(My, M!,0, M) x (My, M!,0, M)
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M\"\ MlK\ A |

Fi1G. 3.7 — Point de Frégier

est constant. Par suite la transformation qui au birapport (M, M],O, M)
associe le birapport (M, M{,O, M') est une homographie. En vertu du co-
rollaire 2.2.5, la transformation qui & M associe M’ est une homographie.
Cette homographie est clairement involutive.

Réciproquement, si ¢ est une involution, considérons deux points M et N qui
ne sont pas homologues. Soit A le point d’intersection des droites M¢(M)
et No(N). L'involution définie par le point A, comme indiqué dans la partie
directe du théoréme, coincide avec ¢ sur deux points M et N. On sait grace
au théoréme 2.2.10 qu’'une involution est entiérement déterminée par deux
couples de points homologues. Donc cette involution est exactement ¢. Donc
toutes les droites joignant les points homologues sont concourantes en A. [J

Définition 3.2.8 Le point de concours des droites joignant les points homo-
logues d’une involution sur une conique est appelé le point de Frégier de
cette involution.

Axe d’homographie

Théoréme 3.2.9 Soit C une conique non dégénérée dans le plan projectif.
On considére sa structure projective. Soit ¢ une homographie de C. Alors il
existe une droite A, du plan projectif contenant C, telle que pour tout couple
M, N de points distincts appartenant & C, on a N' = ¢(N) si et seulement
st le point d’intersection de MN' avec No(M) est sur A. Les points fizes de
I’homographie sont les intersections de A avec C.
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Preuve. Soit A un point fixé de C et A" = ¢(A). Soit M un point de C et
M' = ¢(M). Soit F4 le faisceau des droites issues de A et Fy le faisceau des
droites issues de A’. La transformation de Fyr sur Fy qui a la droite A'M
fait correspondre AM' est une homographie. La droite A’A est transformée
en elle-méme, donc c’est une perspective entre faisceaux. Il existe donc une
droite A4 (¢) sur laquelle A’M et AM' se coupent quel que soit M.

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de montrer maintenant
que cette droite A4(¢p) est indépendante de A. Pour cela on prend trois
couples de points homologues A, A", B, B', C,C" et on constate grace au
théoréme de Pascal que les points d’intersection I = AB' N BA', J = AC'N
CA', K = BC' N CB' sont alignés. Or il est clair que IJ = A4(¢) et que
IK = Ag(¢). On en déduit que A4(d) = Ap(p) = A.

Il est immédiat de voir que les intersections de A avec la conique C sont les
points fixes de I’homographie. [J

Définition 3.2.10 La droite A donnée par le théoréme précédent est appelée
P’axe de ’homographie.

Application : recherche de I’image M’ d’un point M par une homo-
graphie donnée par 3 couples de points homologues.

On dispose de trois couples de points homologues A, A’, B, B', C,C". Ceci
nous permet de construire ’axe A de I’homographie. Soit M un point de la
conique. On trace M A’ qui coupe A en I. La droite Al coupe la conique en
M.

Application : recherche des points fixes d’'une homographie sur la
droite.

Considérons une homographie ¢, sur une droite A, donnée par 3 couples de
points homologues A, A’, B, B', C,C". On construit un cercle C, et on fixe un
point S sur ce cercle. On considére la transformation # qui & un point M de
la droite A fait correspondre le point m, deuxiéme intersection de AM avec
C. C’est une homographie. Les points A, A’, B, B', C, C' sont transformés en
a,d’, bt c,c surle cercle. Ces trois couples de points définissent une homo-
graphie unique sur le cercle. On peut construire ’axe de cette homographie
et en déterminer les points doubles. L’'image de ces points doubles par 0~!
donne les points doubles de ¢.
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Application : recherche des points d’intersection d’une droite avec
une conique donnée par 5 points.

Soient A, B,C, S, S’ les 5 points en configuration générale qui définissent la
conique C. Soit A la droite donnée. SA,SB,SC coupent A en Ay, By, C;.
S'A,S'B, S'C coupent A en A, B}, C]. Si M est un point de la conique, la
transformation du faisceau Fg sur le faisceau Fg qui a la droite SM fait cor-
respondre S’ M est une homographie, donc sur la droite A la transformation
qui & M; = SM N A fait correspondre M| = S'M N A est une homogra-
phie dont les points fixes sont les intersections de A avec C. On construit ces
points doubles comme indiqué précédemment.

Application : le probléme de Castillon.

Soit C une conique. Considérons trois points du plan, A, B, C, distincts deux
a deux, qui ne sont pas sur la conique. Construire un triangle M, My, Ms,
dont les sommets sont sur la conique et tels que A soit sur la droite M; My,
B sur la droite MsMj3 et C sur la droite M3M;.

Considérons la transformation ¢ qui a tout point M de la conique fait corres-
pondre le point (M) défini de la fagon suivante : M A recoupe la conique en
I, I B recoupe la conique en J, JC recoupe la conique en 1(M). Cette trans-
formation n’est rien d’autre que le produit des trois involutions ZcoZgoZ 4 de
points de Frégiers respectifs A, B, C. Le point M; cherché (& partir duquel il
est facile de construire de fagcon unique M, et Mj3) est tout point fixe de I’ho-
mographie 1. Pour avoir ces points fixes il suffit de construire trois couples
distincts de points homologues, puis I'axe A de I’homographie et enfin de
prendre l'intersection de I’axe A avec la conique C.

Généralisation du théoréme de Frégier

Théoréme 3.2.11 Soit C une conique non dégénérée dans le plan projectif.
On considére sa structure projective. Soit ¢ une homographie de la conique
C sur elle-méme. Alors les droites joignant les points homologues M, ¢(M)
enveloppent une conique qui est bitangente a C aux points fixes de [’homogra-
phie.

Preuve. Soit B un des points doubles de I’homographie (on introduit éven-
tuellement les points complexes). On choisit un autre point A de la conique
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Fia. 3.8 — Probléme de Castillon

distinct de B. On choisit un repére projectif tel que A = (0 : 0 : 1),
B = (0:1:0), et tel que la droite Y = 0 soit tangente en A a la co-
nique (ou autrement dit que le point C' = (1 : 0 : 0) soit sur la tangente en
A a la conique). L’équation de la conique est alors

aX?+cXY +eYT =0.

Les coefficients a et e sont non nuls, sinon la conique est dégénérée. Quitte
a tout diviser par a on peut considérer que a = 1. Soit D un point de la
conique autre que A et B. On peut imposer D = (e : —e : 1) (on n’avait pas
encore choisi un quatriéme point pour le repére projectif). L’équation de la
conique est alors

X2 4+eYT =0.

Les deux droites X = 0 et Y = 0 passent par A. Donc les droites du faisceau
des droites passant par A ont pour équations (cf. la remarque de la section
2.2.1)

AX —-Y =0.

Nous noterons D(A) la droite de paramétre A du faisceau. Paramétrons la
conique par le paramétre A, en associant a ce paramétre le point M () ou la
droite D(\) recoupe la conique. On calcule les coordonnées de M (\). Elles
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F1G. 3.9 — Théoréme sur I’enveloppe
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sont de la forme
M) = (A: A7),

ouy=-—1/e.
Si M = M(X) et M' = M()\) sont deux points de la conique, alors la droite
passant par ces deux points a pour équation

AN X
A2 N2 Y | =0.
v v T

Nous devons étudier le cas ott M’ est le transformé de M dans une homogra-
phie de point double B. Or le point double B a pour paramétre A = oo (il
est sur la droite X = 0). Par suite on a pour tout A

N =a\+ 8,

ol o # 0. Si o # 1 alors en prenant pour nouveau parameétre

B

1l -«

)\1:)\—

I’

on se rameéne au cas ou
)\Il = Oé)\l.

Nous avons donc deux cas & étudier :

e )\ = a) : dans ce cas la droite M M' a pour équation

A a) X
A2 a2\ Y | =0.
vy v T

e )\ =)+ [ :dans ce cas la droite M M’ a pour équation

A A+8 X
A2 (A+8)? Y |=0.
g v T

Dans ce cas on peut supposer 8 # 0, sinon la transformation homogra-
phique considérée est I'identité, et 'enveloppe est la conique C.
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Ecrivons I’équation de la droite M M’ sous la forme
uX +vY +wT = 0.

Calculons dans les deux cas les coefficients u, v, w.
e M =a)\ a#0,a#1:on trouve

(u:v:w)=(—y(1+a)X:y:ar?).

On a donc deux sous-cas :

> o = —1 : les droites passent toutes par le point C' = (1:0:0). On est
dans le cas ou la transformation homographique est une involution ; les
droites joignant les points homologues passent par le point de Frégier.

> o # —1 : on a une relation quadratique de la forme u? = sw, ce qui
prouve que les droites enveloppent une conique C; dont on vient de
donner I’équation tangentielle.

e M=)+, B+#0 : dans ce cas on obtient

(w:v:w)=(—y2A\+8) : 7 : XA+ 5)).

On a donc tout d’abord .

U
A= —=(—+0).
5 +)
En reportant cette valeur de A dans ’expression donnant w, on obtient
de nouveau une relation quadratique entre u et w. Les droites MM’ enve-
loppent une conique .

On voit d’autre part qu’en un point double de la transformation les deux

coniques C et C; ont méme tangente. [

Le théoréme 3.2.11 admet aussi un théoréme dual.

Théoréme 3.2.12 Soit C une conique non dégénérée dans le plan projectif.
On considére sa structure projective. Soit ¢ une homographie de la conique
C sur elle-méme. Alors l’ensemble des points d’intersection des tangentes a
C, en deuz points homologues M, ¢(M), est une conique qui est bitangente
a C aux points fizes de ’homographie.

Remarque : on sait qu’une transformation projective est le produit d’au plus
deux involutions. Dans le cas ol la transformation n’est pas une involution,
en faisant intervenir les deux points de Frégier A et B des deux involutions, la
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M3

M’3

M1

M’ 2

M™1
F1G. 3.10 — Transformation projective

transformation est obtenue par : on construit AM qui recoupe la conique en
I. La droite IB recoupe la conique en M’ (cf. figure 3.10). Remarquons que
dans cette situation, la droite AB qui joint les deux points de Frégier, coupe
la conique en deux points invariants par la transformation (éventuellement
confondus). C’est donc 'axe d’homographie.

Ceci donne une autre construction de 'image M’ d’un point M connaissant
I'axe A de ’homographie (donc deux couples de points doubles) et un autre
couple de points homologues M;, M]. On choisit un point J sur la conique,
la droite M;J coupe A en A, la droite M{.J coupe A en B. On construit M’
comme indiqué précédemment. On remarque que les couples (A, B) ne sont
pas uniques et donc que la décomposition en produit de deux involutions
n’est pas unique.
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