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MATH�EMATIQUES EN LIAISON AVECDES PROBL�EMES CONCRETSTOME IIFernand Didier, Jaques Gispert,Dominique Proudhon, Robert Rolland,Patrik Soubeyrand





AVERTISSEMENT
Cette brohure, r�ealis�ee par l'�equipe liaison Ly�ee-Universit�e del'IREM d'Aix-Marseille, onstitue le tome 2 d'un travail que nous me-nons depuis quelques ann�ees. Comme dans le tome 1, nous donnons desexemples d'interventions des outils math�ematiques dans des probl�emesonrets issus des sienes ou des tehniques.Les probl�emes expos�es ont des �enon�es simples. Par exemple : ommentexprimer l'�evolution de la hauteur d'eau lors d'une mar�ee ? Comment a-t-on alul�e il y a fort longtemps le rayon de la terre ? Quel temps moyenmet un photon pour sortir du soleil ? Quant aux solutions math�ematiqueset aux d�eveloppements qui s'en suivent, e sont parfois des questions dif-�iles. On peut alors, pour s'adapter au niveau, n'aborder qu'une partieplus ou moins large de es questions, ou enore aborder ertaines d'entreelles sous leur aspet tehnique math�ematique et d'autres sous un aspetde vulgarisation sienti�que.Redisons ii que si on veut bien onsid�erer que le rôle de l'enseigne-ment des math�ematiques est de rendre ompte d'une ativit�e sienti-�que entrale au ours de l'histoire et, au-del�a des tehniques de la dis-ipline, de dispenser une ulture, alors les textes qui suivent pourront,nous l'esp�erons, se r�ev�eler utiles.
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CHAPITRE 1LES PIEDS DANS L'EAU
1.1. Pr�esentation du probl�emeNous nous int�eressons �a la variation de hauteur d'eau dûe �a la mar�ee.C'est un probl�eme important en navigation, puisqu'il s'agit de savoirquelle sera la profondeur en une position donn�ee et �a un instant donn�eet don de r�epondre �a la question vitale : le navire peut-il passer ounon ? Avant de formaliser e probl�eme, donnons la terminologie en usage.Pleine mer (la mer est mont�ee et atteint la pleine mer avant de redes-endre), basse mer (la mer est desendue et atteint la basse mer avantde remonter), ot (temps pendant lequel la mer monte), ux (ourantdu ot), jusant (temps pendant lequel la mer desend), reux (ourantdu jusant), mar�ee de vive eau (grande mar�ee), mar�ee de morte eau(petite mar�ee). Le oeÆient de mar�ee (20-120) mesure si on est versune mar�ee de vive eau ou non. D�e�nissons aussi le marnage (di��erenedes hauteurs de la pleine mer ave la basse mer), la profondeur (dis-tane de la surfae de la mer au fond, �a l'instant et au lieu onsid�er�es),la hauteur (distane, �a l'instant onsid�er�e et dans la zone onsid�er�ee,de la surfae au z�ero des artes, qui est le point le plus bas atteint parl'eau lors des plus faibles mar�ees), la sonde (distane du fond au z�erodes artes, la sonde peut être n�egative pour un roher d�eouvrant). Nousavons �evidemment la relation suivante :Profondeur = Hauteur + Sonde.Lorsqu'un navire doit passer �a un instant donn�e en un point donn�e,il faut �evidemment que la profondeur soit sup�erieure au tirant d'eau



2 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAUdu navire, auquel on rajoute une marge de s�eurit�e appel�ee le pied dupilote : Tirant d'eau + Pied du pilote < Profondeur.La sonde est indiqu�ee sur les artes. Il s'agit don pour d�eterminer laprofondeur de aluler la hauteur.Nous allons dans la suite onsid�erer que nous partons d'une situationde basse mer et que la mar�ee monte. Le as d'une mar�ee desendante setraiterait de la même mani�ere.Les annuaires des mar�ees donnent pour un lieu donn�e et une datedonn�ee les heures de basse mer et de pleine mer, ainsi que les hauteursd'eau orrespondantes. Nous noterons T0 l'heure de basse mer que nousonsid�erons, T1 l'heure de pleine mer suivante, H0 et H1 les hauteursd'eau respetivement en T0 et T1. Le temps T1 � T0 est prohe de 6h,mais en di��ere suivant les dates de fa�on qu'on ne peut n�egliger. Nousappellerons heure mar�ee la quantit�e :T1 � T06 :Le marnage H1�H0, pour des raisons de alul que nous allons voir, estdivis�e en douze. La quantit�e : H1 �H012est appel�ee le douzi�eme.1.2. Mont�ee sinuso��dale et r�egle des douzi�emesOn peut supposer que l'aroissement de la hauteur d'eau pendant unemar�ee est sinuso��dal. Pour avoir une formule qui soit toujours valable,quel que soit le marnage, quelle que soit la dur�ee de la mar�ee, nousexprimons la hauteur d'eau en douzi�eme et le temps en heure mar�ee.Dans e as la variation en douzi�eme y de la hauteur s'�erit en fontionde l'heure mar�ee x sous la forme :(1) y = f(x) = 6 sin��(x� 3)6 �+ 1!:



1.2. MONT�EE SINUSO�IDALE ET R�EGLE DES DOUZI�EMES 3Nous repr�esentons sur la �gure 1 ette variation.

Axe des X gradu�e en heure mar�ee
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Figure 1. Mont�ee sinuso��daleUne m�ethode tr�es r�epandue, tout au moins hez les navigateurs ama-teurs, et qui �evite l'usage des fontions trigonom�etriques, onsiste �a ap-proher la fontion sinus par une fontion aÆne par moreau bien hoisieet simple �a retenir : l'aroissement de la hauteur de la mer est alul�eepar la r�egle des douzi�emes.



4 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAULa r�egle des douzi�emes dit que la premi�ere heure mar�ee la variation dela hauteur est de 1=12e du marnage, la deuxi�eme heure mar�ee de 2=12edu marnage, la troisi�eme heure mar�ee de 3=12e du marnage, la quatri�emeheure mar�ee de 3=12e du marnage, la inqui�eme heure mar�ee de 2=12e dumarnage et la sixi�eme heure mar�ee de 1=12e du marnage. On repr�esentele graphe de la fontion g aÆne par moreau ainsi obtenue sur la �gure2. Nous omparons ensuite (voir �gure 3) les deux graphiques obtenus(r�egle des douzi�emes et fontion sinus), e qui nous donne une id�ee de laqualit�e de l'approximation. Nous �etudierons plus en d�etail dans la suiteune �evaluation de la di��erene entre les deux fontions introduites.Remarque : Si nous voulons la hauteur H en m�etre en fontion dutemps T , exprim�e en heure, �eoul�e depuis le d�ebut de la mar�ee (donT 2 [0; T1 � T0℄), il suÆt de faire un hangement de variable qui nousdonne la formule suivante :(2) H = H1 +H02 + H1 �H02 sin �2 2T + T0 � T1T1 � T0 !
1.3. Interpolation par un polynômeOn onsid�ere la fontion f d�e�nie sur l'intervalle [0; 6℄ par l'�equation(1).Nous allons herher un polynôme qui approhe ette fontion sinussur et intervalle. Le point d'inexion nous donne �a penser qu'il fauttenter une ubique pour être "dans la forme".Nous allons don herher le polynôme d'interpolation P de degr�e � 3tel que :� P(0)=f(0)=0 ;� P(3)=f(3)=6 ;� P(6)=f(6)=12 ;� P'(0)=f'(0)=0.Les onditions P (0) = 0 et P 0(0) = 0 imposent que :P (x) = x2(ax+ b):



1.3. INTERPOLATION PAR UN POLYNÔME 5
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Figure 2. La r�egle des douzi�emesLes deux autres onditions donnent respetivement :9a+ 3b = 2;18a+ 3b = 1;d'o�u : � a = �19b = 1



6 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAU

Axe des X gradu�e en heure mar�ee
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Figure 3. ComparaisonLe polynôme herh�e est don :P (x) = �19x3 + x2:Nous avons repr�esent�e le graphe de P sur la �gure 4.



1.4. QUALIT�E DES APPROXIMATIONS 7
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Figure 4. Approximation ubique1.4. Qualit�e des approximations1.4.1. Les probl�emes �a r�esoudre. | A�n d'�evaluer la pr�eision desdeux approximations g(x) et P (x) de la fontion f(x), nous allons ma-jorer les quantit�es : supx2[0;6℄ jf(x)� g(x)j



8 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAU

Axe des X gradu�e en heure mar�ee

Axe des Y gradu�e en 1/12 de marnage
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Figure 5. Comparaison entre le sinus et la ubiqueet supx2[0;6℄ jf(x)� P (x)j;'est-�a-dire les normes uniformes jjf � gjj1 et jjf � P jj1 sur l'intervalle[0; 6℄. (Les meilleures majorations seront prim�ees !)



1.4. QUALIT�E DES APPROXIMATIONS 91.4.2. Un outil fondamental : le th�eor�eme de division des fon-tions di��erentiables. |Th�eor�eme 1.4.1. | Soit f une fontion r�eelle d�e�nie sur R de lasseCp+1, o�u p est un entier naturel. On suppose que f s'annule en un pointa de R. Alors il existe une unique fontion ontinue g(x) telle que :f(x) = (x� a)g(x):Cette fontion g est de lasse Cp et pour tout 0 � q � p :(3) jg(q)(x)j � 1q + 1 supt2[a;x℄ jf (q+1)(t)j:D�emonstration. | La fontion g est n�eessairement d�e�nie par :(4) g(x) = ( f(x)x�a si x 6= a;f 0(a) si x = a:On onstate en distinguant le as o�u x = a de elui o�u x 6= a que :g(x) = Z 10 f 0(a + (x� a)u)du:Sous ette derni�ere forme, d'apr�es le th�eor�eme de d�erivation sous le signeint�egrale, on voit que la fontion g(x) est de lasse Cp et que pour tout0 � q � p g(q)(x) = Z 10 uqf (q+1)(a+ (x� a)u)du;e qui nous donne la formule (3).1.4.3. Majoration de l'erreur dans une interpolation. | Soit fune fontion de lasse Cn+1, P le polynôme d'interpolation de Lagrangequi prend les mêmes valeurs que f aux points x0; x1; :::; xn et I un in-tervalle ompat ontenant x; x0; x1; :::; xn. Appliquons alors le th�eor�eme1.4.1 �a f(x)� P (x). On obtientf(x)� P (x) = (x� x0)g0(x)ave jg(n)0 (x)j � 1n+ 1 supt2I jf (n+1)(t)j



10 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAU(ne pas oublier que P (n+1)(x) = 0), puisg0(x) = (x� x1)g1(x)ave jg(n�1)1 (x)j � 1n supt2I jg(n)0 (t)j;et ainsi de suite. Si bien que :(5) jf(x)� P (x)j � 1(n+ 1)! j(x� x0)(x� x1):::(x� xn)j supt2I jf (n+1)(t)j:Remarque 1.4.2. | Cette d�emonstration permet d'�etablir de lamême fa�on une majoration dans le as d'une interpolation de Lagrange-Sylvester.1.4.4. Les majorations. |1.4.4.1. Cas de l'approximation par P (x). | Si on ne regarde pas deplus pr�es, on pourrait roire que nous avons fait une interpolation deLagrange-Sylvester par un polynôme de degr�e 3 sous les onditions d'in-terpolation :P (0) = f(0) P (3) = f(3) P (6) = f(6) P 0(0) = f 0(0):Mais en fait on onstate qu'ave e même polynôme de degr�e 3 on aaussi P 0(6) = f 0(6). Don on a e�etu�e en fait une interpolation de degr�e4, dont le oeÆient du terme de plus haut degr�e est nul. On peut donappliquer la majoration (5) et la remarque 1.4.2 �a et ordre et on obtient :jf(x)� P (x)j � 15! jx2(x� 3)(x� 6)2j supt2[0;6℄ jf (5)(t)j:Cei nous donne :jf(x)� P (x)j � 1120 � 6� ��6�5 jx2(x� 3)(x� 6)2j;jf(x)� P (x)j � 1120 � 6� 125 jx2(x� 3)(x� 6)2j:Pour �etudier la borne sup�erieure de la fontion jx2(x�3)(x�6)2j qui estsym�etrique par rapport �a x = 3, il suÆt de herher son maximum sur[0; 3℄. Sur et intervalle ette fontion est x2(3� x)(x� 6)2 et sa d�eriv�ee



1.4. QUALIT�E DES APPROXIMATIONS 11s'annule pour 0 et 15�3p55 . Le maximun est atteint en 15�3p55 et est major�epar 70. En ons�equene :jf(x)� P (x)j � 1120 � 6� 125 � 70;jf(x)� P (x)j � 0:14Remarque 1.4.3. | Un alul �a la mahine montre qu'il semble quele maximum soit prohe de 0:12 (pour x � 1:7).1.4.4.2. Cas de l'approximation par g(x). | Commen�ons par appro-her f par la fontion aÆne par moreau h qui prend les mêmes valeursque f aux points 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6. La fontion h est aÆne sur tous lesintervalles [j; j + 1℄ (0 � j � 5) et telle que :h(j) = f(j) pour 0 � j � 6:Sur haque intervalle [j; j + 1℄ on peut �erire en vertu de la majoration(5) : jf(x)� h(x)j � 12! j(x� j)(x� j � 1)j supt2[j;j+1℄ jf"(t)j:Don : jf(x)� h(x)j � 12 � 14 � �26 ;d'o�u : jf(x)� h(x)j � 0:21:Nous allons �evaluer maintenant jh(x)� g(x)j.x 0 1 2 3 4 5 6f(x) 0 0:8 3 6 9 11:2 12g(x) 0 1 3 6 9 11 12h(x) 0 0:8 3 6 9 11:2 12Comme h(x) et g(x) sont des fontions aÆnes par moreau sur lesmêmes points de partage 0; 1; 2; � � � ; 6, qu'il y a une sym�etrie par rapport�a x = 3 et que h(x) et g(x) o��nident en 0, en 2 et en 3, alors :jh(x)� g(x)j � jg(1)� h(1)j:



12 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAU(Le maximum de la valeur absolue de la di��erene de deux fontions af-�nes d�e�nies sur le même intervalle est atteint �a une borne de l'intervalle.)Or : g(1) = 1 et h(1) = f(1) � 0:8;don supx2[0;6℄ jh(x)� g(x)j � 0:20:En ons�equene on a une majoration :supx2[0;6℄ jf(x)� g(x)j � 0:41:Cette majoration n'est ertainement pas tr�es bonne. En e�et l'obser-vation de la �gure 3 montre qu'on doit avoir quelque hose omme :supx2[0;6℄ jf(x)� g(x)j � 0:3:Remarque 1.4.4. | Il est ertainement plus judiieux dans e asd'�etudier diretement le maximum de la fontion g(x) � f(x) surl'intervalle [0; 1℄.1.5. Approximation de la fontion r�eiproqueNous avons utilis�e pour approher l'aroissement de la hauteur enfontion du temps la fontion ubique :P (x) = �19x3 + x2:On souhaiterait avoir une formule (simple si possible) polynomiale pourtrouver le temps en fontion de la hauteur. Bien entendu la fontionr�eiproque de P (x) n'est pas polynomiale. On va don herher �a l'in-terpoler par un polynôme de degr�e 3. On va herher Q(u) tel queQ(0) = 0, Q(6) = 3 et Q(12) = 6 plus une autre ondition. CommeP 0(0) = P 0(6) = 0, il n'est pas raisonnable de donner une ondition surQ0(0) ou Q0(12). En revanhe on peut imposer :Q0(6) = 1P 0(3) = 13 :



1.5. APPROXIMATION DE LA FONCTION R�ECIPROQUE 13Le polynôme Q(u) obtenu est alors :Q(u) = 1216u3 � 112u2 + 56u:Cette fontion est repr�esent�ee sur la �gure 6.
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Figure 6. La fontion Q(u)



14 CHAPITRE 1. LES PIEDS DANS L'EAUOn peut aussi au lieu de la ondition sur la d�eriv�ee, imposer plutôtque la valeur prise en 3 soit 2. Notons alors R(x) le polynôme obtenu :R(u) = 1162u3 � 19u2 + 1718u:Cette fontion est repr�esent�ee sur la �gure 7.
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Figure 7. La fontion R(u)



CHAPITRE 2C�A PART EN VRILLE
2.1. Pr�esentation du probl�emeNous pr�esentons ii un aspet de la projetion de Merator utilis�eepour repr�esenter des portions de la terre sur une arte et en partiulierlargement utilis�ee pour les artes marines. Pour une �etude didatiqueplus globale, nous renvoyons �a l'exellente brohure [idBglg05℄.Voii un billet debanque ave le por-trait de Merator.Gerardus Merator (1512-1594), de son vrai nom Gerhard Kremer, estun math�ematiien et g�eographe amand, n�e �a Rupelmonde (Belgique)le 5 Mars 1512. Il r�ee en 1559 la repr�esentation qui porte son nom etpublie un atlas de artes.Les marins ayant omme intrument de mesure de la diretion un om-pas ('est-�a-dire une boussole), il est ommode pour la navigation d'avoirdes artes marines sur lesquelles les trajetoires �a ap onstant ('est-�a-dire qui font toujours le même angle ave le nord) sont des droites. Deplus on souhaite �evidemment pouvoir mesurer les divers aps suivis dire-tement sur la arte ave un rapporteur (r�egle Crass par exemple). Pouronstruire une arte marine il faut don si possible une transformationqui onserve les angles, 'est-�a-dire une transformation onforme.



16 CHAPITRE 2. C�A PART EN VRILLELa terre sera assimil�ee �a une sph�ere S de entre O et de rayon R. Lespôles nord et sud seront not�es N et S. Soit H0 l'intersetion du m�eridienorigine (m�eridien de Greenwih) ave l'�equateur.
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2.2. Utilisation du alul di��erentielUn pointM est rep�er�e par sa longitude G et sa latitude �. Le pointMd�erit une trajetoire �a ap V onstant (loxodromie). Soit M 0 un pointprohe de M sur la trajetoire loxodromique d�erite par M . On peut�erire les oordonn�ees de M et de M 0 :



2.2. UTILISATION DU CALCUL DIFF�ERENTIEL 17M � G�

M

M’

P

V

Figure 1. Triangle di��erentiel au point MM 0 � G0 = G+�G�0 = �+��Introduisons alors le point P intersetion du parall�ele passant par Mave le m�eridien passant par M 0. Le triangle sph�erique MPM 0 sera assi-mil�e �a un triangle plan (f. �gure 1).L'ar MP (assimil�e au segment MP ) est un ar de parall�ele situ�e �a lalatitude �, en ons�equene :MP = �G os(�):La longueur M 0P est mesur�ee par la variation de latitude :M 0P = ��:



18 CHAPITRE 2. C�A PART EN VRILLELes relations trigonom�etriques dans le triangle MPM 0 nous permettentd'exprimer MP en fontion de M 0P :MP = M 0P tan(V );e qui donne grâe aux relations pr�e�edentes :�G os(�) = �� tan(V );puis : �G = tan(V ) ��os(�) :Cei nous inite �a introduire la notion de latitude roissante.Consid�erons la primitive de la fontion :1os(�)qui s'annule pour � = 0, 'est-�a-dire la fontion de Gudermann :Gud(�) = ln�tan��2 + �4�� :Ave ette notation, si on va d'un point A �a un point B par une loxo-dromie de ap V , alors :GB �GA = tan(V ) (Gud(�B)�Gud(�A)) ;e qui prouve que sur une arte plane, si l'axe des x (qui mesure leslongitudes G) est gradu�e de mani�ere �equidistante, tandis que l'axe des y(qui mesure les latitudes �) est gradu�e par une �ehelle qui suit la fontionde Gudermann, alors tout ar de loxodromie est repr�esent�e par une droite,et le ap suivi par ette loxodromie est respet�e sur la arte.Remarquons que si les longitudes GA et GB sont exprim�ees en milleau lieu d'être exprim�ees en radian (un mille orrespond �a la longueurd'un ar d'une minute sur un grand erle de la terre) alors :(GB �GA)mille = 180 � 60� tan(V ) (Gud(�B)�Gud(�A)) :Cette derni�ere formule nous permet de onstruire un anevas de artemarine suivant la repr�esentation appel�ee projetion de Merator. Ond�e�nit alors la fontion latitude roissante par :�(�) = 180 � 60� Gud(�);



2.3. M�ETHODE G�EOM�ETRIQUE 19e qui nous donne :(GB �GA)mille = tan(V ) (�(�B)� �(�A)) :2.3. M�ethode g�eom�etriqueDe nombreux livres de navigation, pour faire omprendre les artesde Merator, essaient de pr�esenter la transformation onforme utilis�eeen donnant une analogie plus ou moins lointaine ave une projetionylindrique. Malheureusement, il n'y a pas d'interpr�etation g�eom�etriquesous ette forme. Il existe ependant une interpr�etation g�eom�etrique maiselle-i est relativement ah�ee et utilise l'inversion.2.3.1. Loxodromie et spirale logarithmique. | Pour bien om-prendre l'id�ee d�evelopp�ee dans la suite, rappelons rapidement qu'unespirale logarithmique de point asymptote O est arat�eris�ee par le faitque l'angle form�e par le veteur tangent et le rayon veteur est onstant.Soit I l'inversion de pôle S (pôle Sud) qui transforme la sph�ere S enle plan �equatorial. Le pôle Nord N est transform�e en O et les m�eridiens(priv�es de S) en les demi-droites issues de O. Comme l'inversion onserveles angles, les loxodromies autres que les parall�eles sont transform�eesen des spirales logarithmiques de point asymptote O, les parall�eles sonttransform�es en des erles de entre O. L'�equateur est invariant.Soit M un point de longitude G et latitude � de la loxodromie deap V passant par un point H de longitude G0 situ�e sur l'�equateur.Soit M1 = I(M) le transform�e de M par l'inversion I. Notons �(M1)la distane de M1 �a O. Nous savons que le point M1 d�erit une spiralelogarithmique d'�equation :�(M1) = Re� 1tan(V ) (G�G0):2.3.2. D�eroulons la spirale. | Donnons la mesure 2� �a l'angle auentre \MON . Nous avons alors :tan(�) = �(M1)R = e� 1tan(V ) (G�G0);ave : �+ 2� = �2 :



20 CHAPITRE 2. C�A PART EN VRILLE
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Figure 2. Transform�ee d'une loxodromieOn en onlut que : � = �4 � �2 ;et don : tan��4 � �2� = e� 1tan(V ) (G�G0);ou enore : tan��4 + �2� = e 1tan(V ) (G�G0):On retrouve la relation du paragraphe pr�e�edent :G�G0 = tan(V ) ln�tan��4 + �2�� :
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Figure 3. Plan m�eridien passant par M





CHAPITRE 3LA TÊTE AU SOLEIL
Les trois hapitres qui suivent pr�esentent des tehniques math�ematiquessimples, ayant souvent un aspet historique, et relatives �a l'astronomie.Ils o�rent des pistes permettant de onstruire des exeries plus om-plexes.3.1. Pr�esentationL'�energie des �etoiles est produite par des r�eations nul�eaires dans le�ur. Lors d'une r�eation, une partie de l'�energie produite est �evau�eesous la forme d'un photon. La densit�e pr�es du entre d'une �etoile est telleque e photon n'a auune hane de survivre : il renontre rapidement unatome qui l'absorbe ; son �energie est transf�er�ee �a l'atome, qui se trouvedans un �etat exit�e. Au bout d'un ertain temps tr�es bref, l'atome sed�esexite spontan�ement, en r�e�emettant un photon (plusieurs photons separtageant l'�energie du photon exitateur, le photon r�e�emis a une lon-gueur d'onde plus grande que elle qu'avait le photon inident).On appelle libre parours moyen la distane qu'un photon a-rat�eristique peut parourir avant d'être ainsi absorb�e. Dans le Soleil,ette distane est sub-millim�etrique. Lorsqu'un photon est absorb�e, puisr�e�emis, e n'est g�en�eralement pas dans la même diretion. En e�et, il estabsorb�e dans la diretion d'o�u il vient, mais sa r�e�emission se fait dansune diretion totalement al�eatoire. Le probl�eme qu'on se pose est desavoir si un photon produit au entre du Soleil a une hane d'en sortirun jour !



24 CHAPITRE 3. LA TÊTE AU SOLEILConsid�erons un atome qui a �et�e exit�e par un photon. Il va r�e�emettreun photon, dans une diretion quelonque. Pour simpli�er le probl�eme,nous allons le traiter �a deux dimensions. Le photon est �emis selon unangle �1. Le libre parours moyen sera not�e d. Prenons deux axes deoordonn�ees retangulaires.
θ

x

y

Figure 1. Angle de r�e�emission d'un photonL'angle �1 sera alul�e par rapport �a l'axe des x.Les projetions du d�eplaement selon les deux axes sont :x = d os �1y = d sin �1Apr�es e parours, le photon est absorb�e, puis r�e�emis dans une nouvellediretion al�eatoire �2. Apr�es n parours �el�ementaires, sa position serala somme vetorielle des parours �el�ementaires. Ses oordonn�ees serontdon : x = nXi=1 d os �i



3.2. MARCHE AL�EATOIRE DISCR�ETE 25y = nXi=1 d sin �iLa �gure 2 montre un parours en 4 �etapes. A la �n du parours, la par-tiule s'est d�epla�ee de x horizontalement, et de y vertialement. Ces om-posantes sont les projetions de la somme vetorielle des d�eplaements�el�ementaires.

θ

x

y

Figure 2. Parours d'un photon3.2. Marhe al�eatoire disr�eteDans e mod�ele plan simpli��e, nous supposons que le photon se d�eplaed'une distane d dans une ertaine diretion, apr�es quoi il est r�e�emis dansune autre diretion, dans laquelle il se d�eplae aussi de la distane d etainsi de suite. On suppose qu'�a l'instant initial il est �a l'origine (0; 0).Dans la suite on prend d omme unit�e de longueur. Il est l�egitime dans unpremier temps de onsid�erer que d est �xe, ar en pratique la dispersion



26 CHAPITRE 3. LA TÊTE AU SOLEILde d est toujours tr�es faible. Il s'agit de regarder o�u est le photon apr�esn �etapes ; ses oordonn�ees sont alors :X = os(�1) + os(�2) + :::+ os(�n)Y = sin(�1) + sin(�2) + ::: + sin(�n):Autrement dit : X = X1 +X2 + ::: +XnY = Y1 + Y2 + :::+ Yno�u X1; X2; :::; Xn (resp. Y1; Y2; :::; Yn) sont des variables al�eatoires ayantla même loi de probabilit�e : haune est os(�) (resp. sin(�)) o�u � estuniform�ement r�eparti sur (0; 2�).Le th�eor�eme entral limite que nous rappelons ii s'applique alors �ahaune des deux sommes X et Y .Th�eor�eme 3.2.1. | Soient X1; X2; :::; Xn; :: des variables al�eatoiresind�ependantes de même loi de r�epartition de probabilit�e, de moyenne met d'eart type s. Soit Sn = X1 +X2 + ::: +Xn.Alors la r�epartition de probabilit�e de (Sn�nm)=(s�pn) onverge versla loi normale entr�ee r�eduite.Ii m = 0 (aluler l'int�egrale de Sn sur (0; 2�)) et s = p2=2 = 0:7.Don on peut estimer que Zn = Sn=(s�pn) suit une loi normale r�eduite.En ons�equene la probabilit�e pour que :�1:4 � pn � Sn � 1:4 � pnest de 0:95.En revanhe la probabilit�e pour que Sn reste born�ee tend vers 0 aven. On peut montrer que Sn tend vers l'in�ni (en probabilit�e) en pn. Ene�et, il suÆt de trouver dans la table de la loi normale r�eduite entr�eeune onstante C telle que la probabilit�e pour que �C < Zn < C soit< 5=100, et dans e as la proba pour que jSnj � 0:7�C �pn est 95=100.r = dpnApr�es n yles absorption-r�e�emission, le photon a parouru la distanedpn.



3.4. DU CÔT�E DE CHEZ BROWN... 273.3. AppliationDans le Soleil, dont le rayon est 700000 km = 71011mm (repr�esentantla distane �a parourir par le photon), le libre parours moyen est del'ordre de 0:1mm. Le nombre de yles absorption-r�e�emission est :n = r2d2 = (7 1011)20:12 = 49 10220:01 = 4:9 1025La distane parourue par le photon est don :d = 0:1mm� 4:9 1025 = 4:9 1024mm = 4:9 1018 kmA la vitesse de la lumi�ere, le photon quittera le Soleil au bout de :t = 4:9 1018 km3 105 km s�1 = 1:63 1013 s = 5:17 105ansCe alul approh�e donne un ordre de grandeur. Il suppose en partiu-lier que le photon est r�e�emis instantan�ement. Un alul plus pr�eis donneun temps ompris entre 1 et 10 millions d'ann�ees. Le temps pass�e par lephoton �a l'int�erieur du Soleil lui permettrait d'atteindre, dans l'espaelibre, quelques unes des galaxies les plus prohes.La marhe al�eatoire se retrouve dans de nombreux ph�enom�enes na-turels ou arti�iels. Il s'agit d'un proessus de Markov, ar en haquepoint, le point suivant ne d�epend que des probabilit�es loales, non dupass�e de la partiule.3.4. Du ôt�e de hez Brown...Le mouvement brownien est un autre exemple en physique. Il s'agitd'un mouvement al�eatoire de �nes partiules en suspension dans un mi-lieu. Il a �et�e observ�e pour la premi�ere fois par Robert Brown en 1827,sur des grains de pollen en suspension dans l'eau. A la loupe, on voit lespetits grains se d�eplaer, puis brusquement hanger de diretion, et ainside suite.L'expliation de e mouvement a �et�e diÆile �a trouver. Les grainsde pollen sont baign�es dans les mol�eules d'eau (dont on ne onnaissaitpas l'existene ave ertitude). L'agitation thermique des mol�eules d'eaud�eplae les grains. Mais il est faile de onstater que l'�energie individuelled'une mol�eule est insuÆsante pour d�eplaer un objet aussi gros qu'un



28 CHAPITRE 3. LA TÊTE AU SOLEILgrain de pollen. Aussi, il faut onsid�erer que plusieurs mol�eules s'alliental�eatoirement pour pousser un grain. La th�eorie du mouvement browniena �et�e faite par Einstein.Une autre faon de pr�esenter le mouvement brownien onsiste �a direque le mouvement quadratique moyen est proportionnel au temps. Soitx(t) la distane de la partiule �a l'origine (son point de d�epart), �a l'instantt. La moyenne quadratique de ette distane est :hX2(t)i = 1t Z t0 x2(�)d�:Cette distane moyenne �etant proportionelle au temps, on a :hX2(t)i = 2aDto�u D est le oeÆient de di�usion, a est la dimension du mouvement,lin�eaire, planaire ou spatial. L'expression de D, donn�ee par la m�eaniquestatistique, est : D = RT6��Nro�u R est la onstante des gaz parfaits, T la temp�erature, � la visosit�edu uide dans lequel baignent les partiules, N le nombre d'Avogadro,et r le rayon de la partiule.Einstein en a tir�e le nombre d'Avogadro, fontion de la moyenne qua-dratique. La mesure de ette moyenne a donn�e en�n la valeur du nombred'Avogadro.3.5. ... et �a la Bourse !La marhe al�eatoire est aussi utilis�ee pour mod�eliser l'�evolution d'unours de bourse, dans un marh�e �nanier onurrentiel. Cette m�ethodea �et�e introduite en 1863 par Jules Regnault. Chaque op�erateur attri-bue impliitement une probabilit�e de hausse �a un titre donn�e. Selonette probabilit�e, il va vendre ou aheter, modi�ant ainsi le ours dutitre. Dans leur �evaluation, les op�erateurs font des erreurs, mais elles-i suivent la loi lassique des erreurs, la loi normale. Il existe ainsi deux



3.7. ENFIN, PARMI LES COM�ETES 29groupes d'op�erateurs, dits haussiers et baissiers, qui sont �equir�epartis au-tour de la moyenne (ours inhang�e). Alors, un op�erateur passe �a haqueinstant d'un �etat haussier ou baissier, �a un nouvel �etat haussier ou bais-sier. On obtient don une marhe al�eatoire ave deux �etats possibles�equiprobables. Il est �equivalent d'aheter ou de vendre ! Regnault a deplus montr�e exp�erimentalementl'ind�ependane des mouvements des oursde bourse, e qui en fait bien une marhe al�eatoire... En�n, par l'analysepass�ee des ours d'un titre partiulier, il a montr�e que l'�eart entre leours initial et le ours �nal est bien proportionnel �a la raine arr�ee dutemps, e qui ah�eve de justi�er la solution.3.6. ... ou hez les fourmisLa marhe al�eatoire a �et�e aussi invoqu�ee pour expliquer omment lesfourmis onstruisent des tas. Une telle ativit�e pourrait faire penser �a uneintelligene olletive de es insetes, mais un omportement ind�ependantet simple, par une marhe al�eatoire, suÆt �a expliquer la formation de tas.Ces reherhes ont d�ebouh�e sur la d�e�nition de l'intelligene r�epartie,ou intelligene olletive : un ensemble de petits ateurs, ayant haundes possibilit�es rudimentaires, parvient �a r�ealiser des tâhes qu'on royaitintelligentes. Cette approhe semble extrêmement int�eressante pour l'ex-ploration future des plan�etes, faite aujourd'hui �a l'aide de sondes tr�esoûteuses, mais toutefois limit�ees dans leurs mouvements et leurs apa-it�es. Lorsqu'on voudra faire des reherhes syst�ematiques sur Mars parexemple, il sera peut-être bien plus �eonomique d'envoyer un esadronde petits explorateurs rudimentaires, mais qui pourront quadriller le sol.On envisage de faire ommuniquer entre eux es petits robots, pour lesrendre plus performants.3.7. En�n, parmi les om�etesDans les on�ns du syst�eme solaire se trouve un immense nuage deom�etes, qui tournent autour du Soleil selon des orbites grossi�erementirulaires. On estime qu'il doit y en avoir des milliards. Les plus loin-taines se trouvent �a presque une ann�ee-lumi�ere du Soleil, 'est-�a-dire �a



30 CHAPITRE 3. LA TÊTE AU SOLEILpeine 5 fois plus pr�es du Soleil que des �etoiles voisines. Dans es ondi-tions, bien qu'appartenant vraiment �a notre syst�eme, es om�etes sontparfois perturb�ees par les autres �etoiles, ave un temps arat�eristique del'ordre de 100:000 ans.Les astres perturbateurs, bien qu'entrâ�n�es ensembles dans la rotationde la Galaxie, ont par rapport au Soleil une marhe al�eatoire en diretionet en vitesse. Aussi, leurs perturbations sont-elles d'intensit�e quelonque,ertaines a�el�erant une om�ete donn�ee, d'autres la ralentissant. A haquepas (disons �a haque orbite, lorsqu'elle passe �a son aph�elie), la vitesse dela om�ete subira un inr�ement ou un d�er�ement au hasard. Il s'agit dond'une marhe al�eatoire. Par ons�equent, les perturbations n'agissent queselon la raine arr�ee du temps, et ei explique la stabilit�e du nuage deOort : il s'est form�e en même temps que le syst�eme solaire, il y a 5 mil-liards d'ann�ees ; si l'�ejetion d'une om�ete �etait proportionnelle au temps,il y a longtemps que le nuage de Oort aurait disparu (les perturbationsauraient produit un ph�enom�ene de r�esonnane).



CHAPITRE 4C�A NE TOURNE PAS ROND
Consid�erons les plan�etes qui tournent autour du Soleil. On appeller�evolution sid�erale le temps que met la plan�ete, rep�er�ee par rapport aux�etoiles, pour faire un tour omplet autour du Soleil. Comme deux ou-reurs qui n'iraient pas �a la même vitesse sur la endr�ee, la plus prohe duSoleil double p�eriodiquement la plus lointaine. Combien de temps s'�eouleentre deux renontres ? Autrement dit, ombien de temps s'�eoule pourque le oureur A revoie le oureur B �a ôt�e de lui ?On appelle r�evolution synodique le temps au bout duquel le mouve-ment apparent d'une plan�ete se reproduit. Nous le d�e�nirons selon l'ali-gnement de la plan�ete et du Soleil par rapport �a la Terre. Ces positionspartiuli�eres sont les oppositions pour les plan�etes sup�erieures (plus loin-taines que la Terre), et les onjontions inf�erieures pour les plan�etesinf�erieures (plus prohes du Soleil).La r�evolution synodique est don une ons�equene des deux mouve-ments de la Terre et de la plan�ete. Soient Tsid et T 0sid les p�eriodes der�evolution sid�erale de la Terre et de la plan�ete.A haque instant, la plan�ete se d�eplae don d'un angle 2�=Tsid. Lemouvement apparent d'une plan�ete est la di��erene entre le mouvementde la Terre et elui de la plan�ete :2�Tsid � 2�T 0sid :



32 CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS ROND
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plan�te sup�rieureFigure 1. Alignements de plan�etesCette formule est valable pour les plan�etes sup�erieures. Pour Merure etV�enus, il onvient de prendre l'oppos�e :2�T 0sid � 2�Tsid :Soit � la p�eriode du mouvement apparent. Par unit�e de temps, le mou-vement apparent �evolue de l'angle 2�� et don :2�� = 2�Tsid � 2�T 0sidou enore : 1� = 1Tsid � 1T 0sidExemple :prenons le as de Mars :Tsid � 365 j T 0sid � 1 an 321 j = 686j1� = 1Tsid � 1T 0sid = 1365 � 1686 = 0; 0027397� 0; 0014577 = 0; 0012820� = 780 jours, soit deux ans et 50 jours.Cette dur�ee est int�eressante, ar 'est le temps qui s'�eoule entre deuxfenêtres d'observation de Mars, ou entre deux tirs de fus�ee vers la plan�ete.



CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS ROND 33On remarquera que, si T 0sid rô�t, 1=T 0sid d�erô�t. Don, 1=� tend vers1=Tsid lorsque T 0sid tend vers l'in�ni, et � tend vers Tsid. Par ons�equent, sion onsid�ere une plan�ete lointaine, sa p�eriode synodique s'approhe d'au-tant plus de l'ann�ee terrestre qu'elle est plus lointaine. Ainsi, la p�eriodesynodique de Pluton est tr�es voisine de l'ann�ee terrestre. C'est le mêmee�et de perspetive que nous observons sur les arbres prohes et lointainsvus de la fenêtre d'un train.On pourra aluler les p�eriodes synodiques des di��erentes plan�etes, �apartir du tableau suivant qui donne leur p�eriode sid�erale :plan�ete Tsid p. syn. % plan�ete Tsid p. syn. %Merure 88 j Saturne 29 a 167 jV�enus 224 j Uranus 84 a 7 jMars 1 a 321 j Neptune 164 a 280 jJupiter 11 a 314 j Pluton 248 a 157 jComparer les valeurs obtenues aux r�evolutions sid�erales, selon la dis-tane de la plan�ete au Soleil. Pour ela, on pourra les exprimer en pour-entages.Cyle de M�etonLa Lune a eu, dans le pass�e, une tr�es grande importane, pare qu'elle�etait la seule lumi�ere noturne (�a part quelques fumeuses lampes �a huile),et le meilleur moyen de mesurer le temps. Elle marque le rythme du tempsplus ais�ement que les insaisissables saisons... Le yle de M�eton (IV�emesi�ele avant JC) a permis la pr�evision des phases. Il est totalement empi-rique, et onstate que les phases de la Lune se reproduisent �a l'identique(presque) au bout d'un ertain temps.Un yle est une p�eriode raisonnable de k ann�ees ontenant un nombreentier p de mois lunaires. Nous allons retrouver le yle de M�eton enutilisant des valeurs prohes de elles onnues �a l'�epoque.ann�ee solaire de 365,25 jours, et mois lunaire de 29,53 joursOn doit v�eri�er :365; 25 k � 29; 53 p ave k et p entiersDivisant tout par 29; 53 on obtient : p � 365; 25 k=29; 53 = 12; 3688 kDon p � 12; 3688 k = (12 + 0; 3688) k = 12 k + 0; 3688 k



34 CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS RONDk �etant un entier, ainsi que p : 0; 3688 k doit être entier.On onstruit le tableau des multiples :k = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100,368 0,738 1,106 1,475 1,844 2,213 2,582 2,950 3,319 3,688k = 11 12 13 14 15 16 17 18 19 204,057 4,426 4,794 5,163 5,532 5,901 6,270 6,638 7,007 7,376Dans e tableau, il faut reherher les multiples qui sont pratiquementdes entiers.{ k = 8; p � 12; 3688� 8 = 98; 950, don p = 99. 8 ans omptent 99mois ; C'est l'Ota�et�eride des Gres : (mois de 29 et 30 j altern�es),les ann�ees 3, 5 et 8 du yle omportant un mois suppl�ementaire de30 j. La moyenne est de 365; 25 jours. Cette dur�ee semble onnuedepuis �775.{ k = 11; p = 136. Gain tr�es faible par rapport �a l'Ota�et�eride. Lesyst�eme n'a pas �et�e employ�e.{ k = 19 ; valeur enti�ere approh�ee �a 7 milli�emes pr�es ! Trouv�ee parM�eton, elle est la base du yle portant son nom. p � 235; 0072 donp = 235 mois. L'erreur est de 6939:75� 6939:55 = 0; 20 j, ou un peumoins de 6 heures. Les �elipses se reproduisent don, d'un yle �al'autre, ave un d�ealage de six heures. Pour les �elipses totales deSoleil, ei revient �a les reporter 1=3 de tour plus loin sur la plan�ete.L'homologue d'une �elipse totale se reproduira don 120��>12 plus loinen longitude.Si on note pr�eis�ement les dates et heures des �elipses pendant 19 ans,on retrouvera les mêmes pendant les 19 ann�ees suivantes, ave un l�egerd�ealage temporel. A k = 19 orrespond p = 235. La di��erene entre365; 25 k et 29; 53 p vaut : 365; 25�19�29; 53�235 = 6939:75�6939:55 =0; 20 jD'un yle �a l'autre, les �elipses se reproduisent don ave une avanede 5 heures.En utilisant ette tehnique, Hipparque a obtenu une lunaison moyennede 29; 5305851 j (29 jours 12 h 44 min 2 s), e qui repr�esente moins



CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS ROND 35d'une seonde d'erreur ! ! Cei vers 130 avant J.C.... et malgr�e les fortesvariations de la lunaison vraie par rapport �a la lunaison moyenne.Etablissement d'un alendrierLe alendrier est bas�e sur l'ann�ee tropique. Celle-i est l'intervalle detemps qui s'�eoule entre deux �equinoxes de printemps suessifs. Sa valeurexate est de 365; 2422 jours. On �erit : 365; 2422 = 365 + a=b ave a etb entiers.Cette �eriture signi�e qu'il faut onstruire une ann�ee de base de 365jours, et ajouter a jours dans une p�eriode de b ann�ees. Par exemple,365+7=29 signi�e qu'il faut rajouter 7=29 de jour par an, ou bien 7 joursen 29 ans.On herhe des approximations.1. a = 0 ; ann�ee de 365 jours, utilis�ee par de nombreux alendriersaniens ;2. �xons a = 1. On herhe don �a r�esoudre 365; 2422 = 365 + 1=b. Ilvient b = 1=(365; 2422� 365) = 4; 12882365; 2422 = 365 + 1=4; 12882Il faudrait ajouter 1 jour tous les 4; 12882 ans ; e n'est pas tr�espratique !On prend b = 4 : 'est l'ann�ee julienne de 365j1=4.3. On applique le même pro�ed�e au nombre qu'on vient d'approher :4; 12882 = 4 + 1=b1 on obtient b1 = 7; 76282, d'o�u ann�eea = 365 + 14 + 17;76282on onserve la seule partie enti�ere :a = 365 + 14 + 17 = 365 + 728Ce qui orrespond �a une ann�ee moyenne de 365; 24138 j. L'erreurest de 365; 2422�365; 24138 jours = 0; 00082 j, e qui ne repr�esenteque 1 min 11 s.4. On ontinue d'appliquer le même pro�ed�e : 7; 76282 = 7+1=b2 d'o�ub2 = 1; 3109 a = 365 + 14 + 17+ 11;3109



36 CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS RONDet on ignore la partie d�eimale :a = 365 + 14 + 17+ 11 = 365 + 833C'est le alendrier persan ! 8=33 = 0; 2424242424 L'erreur n'estque de 0; 2424242424 � 0; 2422 = 0; 000224 j = 19 seondes... Lar�egle qui onsiste �a ajouter 8 jours bissextils dans toute p�eriode de33 ans est plus simple que les r�egles gr�egoriennes de notre alendrier.On reonnâ�t dans ette m�ethode le d�eveloppement en frations onti-nues. Le alul peut se poursuivre, et les r�esultats sont donn�es par letableau suivant :oeÆients p q p/q validite365 0 1 0 4365 4 1 4 0,25 128365 4 7 7 29 0,2413793103 1.218365 4 7 1 8 33 0,24242424 4.459365 4 7 1 3 31 128 0,2421875 80.000365 4 7 1 3 4 132 545 0,2422018348 545.000365 4 7 1 3 4 1 163 673 0,2421991085 1.121.667365 4 7 1 3 4 1 1 295 1218 0,2422003284 3.045.000365 4 7 1 3 4 1 1 1 458 1891 0,2421998946 9.454.998365 4 7 1 3 4 1 1 1 1 753 3109 0,2422000640 15.545.006365 4 7 1 3 4 1 1 1 1 1 1211 5000 0,2422 1La derni�ere valeur est �evidente : 2:422 = 0; 2422� 10:000 = 0; 2422�2� 5:000. Don 0; 2422 = 2:4222�5:000 = 1:2115:000 .Ann�ee gr�egorienneAlors que l'ann�ee julienne, simple, s'obtient tr�es bien par e alul,l'ann�ee gr�egorienne qui lui a su�ed�e en 1582 n'est pas bas�ee sur le mêmeprinipe. Elle n'a pas �et�e obtenue diretement, par un alul d'approxi-mation plus pouss�e, mais par un ajustement de l'ann�ee julienne.Cei peut s'expliquer pour des raisons de ommodit�e, la modi�ationl�eg�ere (sauf sur un point qui a pos�e beauoup de probl�emes soiaux) estpass�ee pratiquement inaper�ue.



CHAPITRE 4. C�A NE TOURNE PAS ROND 37La di��erene entre l'ann�ee tropique (365; 2422 j ) et l'ann�ee julienne(365; 25 j ) appelait la r�eforme, il est faile de le montrer :l'erreur est don de 365; 25j � 365; 2422j = 0; 0078j par an, ou 0; 78jpar si�ele. Cei est tr�es prohe de 0; 75j = 3=4 j. Don en 4 si�eles, l'erreurest de 3 jours en trop.La r�eforme gr�egorienne a �x�e des r�egles simples pour les supprimer :� Les ann�ees s�eulaires ne sont bissextiles que sileur mill�esime est divisible par 400� Les autres suivent la r�egle julienne (mill�esime divisible par 4)4 si�eles juliens = 400� 365; 25 j = 146:100 j.4 si�eles gr�egoriens = 146:100� 3 = 146:097 j.La dur�ee moyenne de l'ann�ee gr�egorienne est don de 146:097=400 =365; 2425 j. L'erreur par rapport �a l'ann�ee tropique est de 0; 2425 �0; 2422 = 0; 0003 j qui orrespond �a 26 seondes par an.Il est remarquable que les Perses aient obtenu une valeur un peumeilleure bien avant !Nous onnaissons aujourd'hui la dur�ee pr�eise de l'ann�ee tropique !Elle nous a permis de faire e alul. Historiquement, les hoses se sontpass�ees dans l'ordre inverse : 'est l'observation des erreurs du alendriersur de tr�es longues p�eriodes qui d�etermin�e la valeur moyenne de l'ann�eetropique.Remarque : Tous les pays ne sont pas pass�es au alendrier gr�egorien�a la même �epoque. Par exemple en Espagne et en Frane, le alendriera �et�e r�eform�e tr�es tôt (d�es 1582). Il n'en est pas de même en Angleterrepar exemple o�u le alendrier gr�egorien n'a �et�e utilis�e qu'�a partir de 1752.





CHAPITRE 5>ASTRON'OMOGEOM'ETRHS
G�eom�etrie signi�e mesure de la Terre. L'origine se trouve dans la rueannuelle du Nil : l'inondation des terres par le Nil e�a�ait toute trae duadastre. Aussi, haque ann�ee il fallait refaire les bornages des hamps.L'art de la g�eom�etrie a �et�e pouss�e tr�es loin par les Gres. Eulide aahev�e l'�uvre en d�e�nissant les axiomes de la G�eom�etrie. La seule, ellequi d�erit le monde...La trigonom�etrie repose sur la similitude des triangles. Deux trianglessemblables ont les mêmes proportions. Ces proportions onstituent lesrapports trigonom�etriques. Depuis ses origines, la trigonom�etrie s'estonstitu�ee par tabulation des rapports, �etude des relations qu'ils ont entreeux, puis nouvelles d�e�nitions...5.1. Mesure du rayon de la TerreCette mesure a �et�e imagin�ee et r�ealis�ee par Eratosth�ene. Au solstied'�et�e, le Soleil est exatement �a la vertiale de Sy�ene. Cei n'est pas dûau hasard, mais tout simplement au fait que la ville est onstruite exa-tement sur le tropique du Caner. Les puits �etant g�en�eralement reus�es �ala vertiale, le fond d'un puits dans ette ville est bri�evement �elair�e parle Soleil le jour du solstie d'�et�e. Cette onstatation prouve que le Soleilest bien �a la vertiale du lieu.Le même jour, on mesure l'ombre d'un ob�elisque �a Alexandrie. lesdeux villes se trouvant �a peu pr�es sur le même m�eridien, et angle est



40 CHAPITRE 5. >ASTRON'OMOG'EOMETRHS
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Figure 1. Mesure du rayon de la Terre�egal �a leur di��erene de latitude. La distane entre les deux villes estmesur�ee par le pas des hameaux. Peut-être un peu moins pr�eise qu'unemesure moderne, la distane obtenue est tout de même tr�es �able, arles Egyptiens de l'�epoque avaient une grande habitude de e genre demesure. Soient L la ironf�erene de la Terre, d la distane entre les deuxvilles, et � l'angle mesur�e.Eratosth�ene a trouv�e 252:000 stades, soit 39:564:000 m ou 39:564 km.Cette valeur est vraiment exellente. Une seule inertitude subsiste suret exploit : il y avait �a l'�epoque plusieurs stades di��erents ! Et nousignorons lequel a �et�e utilis�e. Celui qui a servi ii est le plus probablehistoriquement, mais si on en utilise un autre, la valeur obtenue serait unpeu moins bonne. Quoi qu'il en soit, la m�ethode utilis�ee est exellente.5.2. Distane de la Lune (Aristarque de Samos)On suppose le Soleil tr�es loin. Dans es onditions, l'ombre de la Terre,qui est un ône, peut être onsid�er�ee omme ylindrique. Au niveau dela Lune, elle a don le même diam�etre que la Terre.
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Figure 2. La Lune dans l'ombre de la TerreLe temps t1 �eoul�e entre le d�ebut de l'entr�ee dans l'ombre et le d�ebutde la totalit�e est proportionnel au diam�etre de la lune. Le temps t2 pass�epar la lune dans l'ombre de la Terre est proportionnel au diam�etre de laTerre. Don, le rapport t1/t2 est �egal au rapport d/D. Ce rapport estprohe de 4. La Lune est don quatre fois plus petite que la Terre : d =D / 4. On peut d�eduire la distane de la Terre �a la Lune. On mesure undiam�etre apparent de la Lune de 30', alors que son diam�etre lin�eaire estD / 4.On onstruit un triangle retangle d'angle au sommet �egal �a 30' (�gure3). On mesure ses ôt�es a et b. Ce triangle est semblable au triangle form�epar l'observateur et la Lune. Alors, TL / d = b / a = k TL = k d = kD / 4 = k/4 D = k/2 R Les premi�eres estimations �etaient TL = 80 R ;du temps de Ptol�em�ee, le rapport �etait ramen�e �a 60 R, e qui onstitueune exellente mesure.5.3. Calul de la distane de V�enus au SoleilV�enus est une plan�ete int�erieure. A l'�elongation maximale, le triangleque forment les trois astres est retangle au sommet V�enus (�gure 4).
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TL

30'

30' a

bFigure 3. R�esolution du triangleOn notera VS le segment V�enus-Soleil, TS le segment Terre-Soleil.Alors : V S = TS sin �. On mesure � tr�es failement �a l'aide d'unemontre ! Le prinipe est tr�es simple : on note l'instant du ouher duSoleil (le moment o�u le entre du Soleil passe en dessous de l'horizon) ;puis on regarde V�enus apparâ�tre dans le iel, en desendre vers l'horizon.On note l'instant de son ouher. Pour que l'observation soit orrete, ilfaut que l'horizon soit assez plat, que le Soleil et la plan�ete se ouhent�a une même hauteur. La di��erene de temps entre les deux ouhers estune mesure de la distane angulaire des deux astres.En 24 heures, haun tourne ainsi de 360Æ (�a leur mouvement proprepr�es). Don l'angle mesur�e, rapport�e �a 24 heures, donne l'angle rapport�e�a 360Æ. Supposons que V�enus se ouhe deux heures apr�es le Soleil :2 heures orrespondent �a x��>12 lorsque 24 heures orrespondent �a 360Æ.On en d�eduit que V�enus est �a 360Æ=12 = 30Æ du Soleil. Pendant lesquelques heures s�eparant les deux ouhers, on peut n�egliger les mou-vements propres des deux astres pour la pr�eision que nous souhaitonsatteindre.Plusieurs observations, de soir en soir, donnent l'angle maximum entreles deux astres. Cet angle orrespond au triangle retangle. On trouve unevaleur prohe de 45Æ. Son sinus vaut 0:707. On vient don de d�eterminerque V S = 0:707TS. Dans es onditions, si on prend TS pour unit�e, on
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Figure 4. Distane de V�enus au Soleila V S = 0:707. C'est e qu'ont fait les astronomes, et 'est l'origine del'unit�e astronomique (distane moyenne de la Terre au Soleil).Il est beauoup plus diÆile de rattaher l'unit�e astronomique auxunit�es terrestres (km). Un prinipe totalement di��erent doit être utilis�epour ela, et 'est la parallaxe qui est �a son origine. Le prinipe estd'observer le passage d'une plan�ete int�erieure, Merure ou V�enus, devantle Soleil, de deux endroits les plus �eloign�es possible sur Terre. La distaneentre es lieux sera suÆsante pour que la plan�ete ne se projette pasau même endroit du Soleil, et que le temps du passage soit di��erent.



44 CHAPITRE 5. >ASTRON'OMOG'EOMETRHSUne mesure pr�eise permettra, apr�es quelques aluls, de d�eterminer ladistane du Soleil.La premi�ere mesure a �et�e e�etu�ee lors d'un passage de Merure. Uneplus grande pr�eision est obtenue ave les passages de V�enus, mais ilssont beauoup plus rares. Les deux derniers sont eux des 6 d�eembre1882 et 8 juin 2004 ; les deux prohains auront lieu les 6 juin 2012 et 11d�eembre 2117. Comme on peut le voir, nous avons beauoup de haned'avoir deux passages visibles en peu de temps (8 ans). La p�eriodiit�edes passages de V�enus est de 8 ans, 121,5 ans, 8 ans, et 105,5 ans. Apr�esquoi le yle reommene.Maintenant, les distanes entre les plan�etes sont mesur�ees beauoupplus pr�eis�ement par radar.La trigonom�etrie sph�eriqueLa trigonom�etrie sph�erique sert pour aluler les positions sur la Terre,et les distanes entre deux points. Elle est don indispensable pour al-uler pr�eis�ement les passages de V�enus...G�eom�etrie + trigonom�etrieMouvement elliptique :Le Soleil est au foyer S de l'ellipse (�gure 5). A est le p�erih�elie (du greperi = prohe, et helios = Soleil). L'angleASP est nomm�e anomalie vraie,et not�e v. L'angle AOP 0 est nomm�e anomalie exentrique, et not�e u. Danse qui suit, la fontion S repr�esente la surfae de la �gure d�esign�ee enparam�etre. L'anomalie vraie et l'anomalie exentrique sont li�ees par unerelation trigonom�etrique simple :tg(v2) =r1 + e1� e tg(u2):D�etermination de l'�equation de Kepler :S(OSP 0) = OS:HP 02 = :HP 02S(OAP 0) = a2 u2S(SAP 0) = S(OAP 0)� S(OSP 0)
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Figure 5. Orbite K�epl�erienneS(SAP 0) = a2 u2 � :HP 02HP 0 = OP 0 sin u = a sin uS(SAP 0) = a2 u2 �  a sin u2S(SAP ) = baS(SAP 0) = b a u2 � b  sin u2S(SAP ) = b2(a u�  sin u) = b2(a u� a e sin u) = a b2 (u� e sin u) = k t



46 CHAPITRE 5. >ASTRON'OMOG'EOMETRHSSoit s la surfae de l'ellipse :s = � a b ) a b = s�a b2 (u� e sin u) = k t = s2 � (u� e sin u)u� e sin u = 2 � ks tSoit T = sk et M = 2�TIl vient en�n : u� e sin u = MtC'est l'�equation de Kepler. M est le moyen mouvement. C'est la vi-tesse qu'aurait une plan�ete de même p�eriode irulant d'un mouvementuniforme sur le erle ironsrit �a l'ellipse. Pour onnâ�tre la positiond'une plan�ete �a l'instant t, il faut tout d'abord r�esoudre l'�equation deK�epler.Alg�ebreL'alg�ebre est une invention arabe, omme son nom l'indique. L'alg�ebreest une abstration de la repr�esentation des nombres, et de leurs relations.Le formalisme onis que nous utilisons aujourd'hui est assez r�eent. Cen'est pas un luxe p�edant, il permet une exellente visualisation.R�esolution de l'�equation de Kepleru� e sin u = MOn utilise une m�ethode d'approximations suessives. Si u �etait petit, onaurait sin u � u et don on utilise ette approximation :u� eu =M ) u(1� e) =M et u0 = M1�e .On utilise ette valeur pour aluler une meilleure approximation, enrempla�ant sin u par sin u0 : u1 = e sinu0 +M . Et plus g�en�eralement,on alule la suite un = e sin un� 1 +M jusqu'�a e que jun� un�1j < �.La derni�ere valeur alul�ee de u est la solution de l'�equation de Kepler �a� pr�es. C'est une m�ethode de point �xe, ar on a trouv�e une valeur telleque u = f(u) ave f(u) = e sin u+M . C'est la m�ethode de la tangentede Newton qui a �et�e utilis�ee. Son appliation direte permet de montrerla onvergene de la suite.



CHAPITRE 6L'ART D'ARRONDIR LES ANGLES
6.1. Position du probl�emeOn se propose de trouver le moyen d'arrondir un angle. Une foisdonn�ees les �equations des deux ôt�es de l'angle, il s'agit de trouver unefontion de raordement suÆsamment r�eguli�ere, autrement dit au moinsde lasse C1, 'est �a dire d�erivable, et �a d�eriv�ee ontinue. Voir �gure 1.
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Figure 1. Sh�ema de d�epart



48 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLES6.2. Premi�ere approhePour simpli�er le probl�eme, dans un premier temps, nous allons sup-poser :{ que l'angle en A est elui des droites :{ (D1) passant par les points A et B de oordonn�ees respe-tives (0; 1) et (1; 0) dans le rep�ere R = (0; x; y) orthonorm�e,d'�equation y = 1� x{ (D2) passant par les points A et C, o�u C est le point de oor-donn�ees (�1; 0) dans le même rep�ere, et d'�equation y = 1 + x{ que le \raord" se fait de fa�on d�erivable aux points Ik : (�k; 1�k)de D2 et Jk : (k; 1� k) de D1, o�u k 2℄0; 1[{ que la restrition de f �a l'intervalle [�k; k℄ est une fontion polyno-miale de degr�e 2.Voir �gure 2.
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Figure 2. Raord parabolique6.2.1. D�etermination du raord parabolique. | On �erit lesyst�eme des ontraintes impos�ees :{ Les ontraintes dûes �a la forme de f :{ Il existe (�; �; ) 2 R3 = 8x 2 [�k; k℄; f(x) = �x2 + �x+ 



6.2. PREMI�ERE APPROCHE 49{ 8x 2 [�1;�k℄; f(x) = x + 1{ 8x 2 [�k; k℄; f 0(x) = 2�x+ �{ 8x 2 [k; 1℄; f(x) = �x + 1{ Les ontraintes dûes au raordement :{ En Ik : f(k) = 1� k, et f 0(k) = �1, d'o�u le syst�eme :�k2 + �k +  = 1� k2�k + � = �1{ En Jk : f(�k) = 1� k, et f 0(�k) = 1, d'o�u le syst�eme :�k2 � �k +  = 1� k�2�k + � = 1On obtient ainsi : � = 0� = � 12k = 1� k � �k2 = 1� k2Notons que � = 0 �etait pr�evisible vu la sym�etrie de la �gure.Conlusion : Dans ette premi�ere approhe, la solution f est donn�eepar les expressions :f(x) = x + 1; si x 2 [�1;�k℄f(x) = � 12kx2 + 1� k2 ; si x 2 [�k; k℄f(x) = �x + 1; si x 2 [k; 1℄6.2.2. Une autre id�ee. | Plutôt que de raisonner sur f , raisonnonsplutôt sur f 0. Ave les mêmes notations, les ontraintes sur f 0 sont :{ 8x 2 [�1;�k℄; f 0(x) = 1{ 8x 2 [�k; k℄; f 0(x) = 2�x+ �{ 8x 2 [k; 1℄; f 0(x) = �1



50 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESLa ontinuit�e de f 0 en k et en �k donne : 2�k + � = �1, et �2�k +� = 1. On retrouve don les mêmes valeurs � = � 12k et � = 0 quepr�e�edemment.Voir �gure 3.
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Figure 3. Repr�esentation graphique de f 0En int�egrant es relations, puisque f 0 est ontinue, et en utilisant l'ex-pression de f sur [�1;�k℄ et sur [k; 1℄, on obtient : 8x 2 [�1; 1℄; f(x) =R x�1 f(t)dt, puisque �nalement f est la primitive de f 0 qui s'annule en �1.Voir �gure 3.On obtient don :8x 2 [�1;�k℄; f(x) = x+ 18x 2 [�k; k℄; f(x) = Z x�1 f 0(t)dt= Z �k�1 f 0(t)dt + Z x�k f 0(t)dt= f(�k) + [�x2 + �x℄x�k= 1� k � 12k (x2) + k22k8x 2 [k;�1℄; f(x) = 1� x



6.2. PREMI�ERE APPROCHE 51Finalement, on retrouve :f(x) = x + 1; si x 2 [�1;�k℄f(x) = � 12kx2 + 1� k2 ; si x 2 [�k; k℄f(x) = �x + 1; si x 2 [k; 1℄Il est imm�ediat de v�eri�er que f est bien de lasse C1 (voir �gure 3.)6.2.3. Calul de l'aire \perdue" lors du raord parabolique.| Cette aire A, quadrill�ee dans la �gure 4, est donn�ee par :A = 2 Z k0 (1� x� f(x)) dx= 2 Z k0 �1� x� 1 + k2 + 12kx2� dx= 2��k22 + k22 + k26 �= k23
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Figure 4. Aire perdue dans le as du raord parabolique



52 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESOn peut remarquer que ette aire est aussi �egale au tiers de l'aireAIkJk. En e�et, ette derni�ere vaut :A0 = k(1� (1� k)) = k2:C'est une propri�et�e g�en�erale des paraboles :
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Figure 5. Propri�et�e g�eom�etrique de la paraboleI et J �etant deux points situ�es sur une parabole P, les tangentes en Iet en J �a P se oupent en A. Alors, le triangle AIJ a une aire triple deelle de la partie du triangle situ�ee \hors" de la parabole.La d�emonstration analytique de e r�esultat ne pose pas de probl�eme.On se plae dans un rep�ere orthonorm�e (0; x; y) dans lequel la parabolea pour �equation y = ax2 ave a > 0, e qui est toujours possible.Voir �gure 5.6.2.4. G�en�eralisation. | On peut faire une �etude plus g�en�erale entranslatant la �gure, en modi�ant la hauteur du triangle, en onservant



6.3. RACCORD CIRCULAIRE 53l'axe de sym�etrie du probl�eme, et en gardant pour l'arrondi un polynômede degr�e 2. La propri�et�e relative �a l'aire est onserv�ee. Voir �gure 6.

O a − c a − h a a + h a + c

b

Figure 6. G�en�eralisation6.3. Raord irulaire6.3.1. D�etermination du raord irulaire. | On se propose iir�esoudre le même type de probl�eme , mais ette fois-i ave un raordirulaire, ave par ailleurs les mêmes notations.La partie de la ourbe repr�esentative de f orrespondant �a l'intervalle[�k; k℄ est don une partie de erle.Voir �gure 7.On obtient failement le entre 
 : (a; b)R du erle en exprimant quele veteur ��!
Ik (resp. ��!
Jk ) est orthogonal �a D1 (resp.D2).On obtient ainsi les �equations :(�k � a) + (1� k � b) = 0(k � a)� (1� k � b) = 0D'o�u : a = 0 et b = 1� 2kComme on pouvait s'y attendre, le point 
 est sur l'axe Oy.



54 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLES
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Figure 7. Raord irulaireLe erle a pour rayon � = kp2On peut aussi aluler l'expression de f(x) dans [�k; k℄ :f(x) = 1� 2k +p2k2 � x2, mais elle-i n'est pas indispensable pourle alul qui suit.L�a enore, on peut v�eri�er que f est de lasse C1:6.3.2. Calul de l'aire "perdue" lors du raord irulaire. |L'aire en question est �egale �a :2 Z k0 �1� x� (1� 2k +p2k2 � x2)� dx:Ce alul d'int�egrale ne pose auun probl�eme, grâe au hangement devariable x = kp2 sin �, mais il est beauoup plus simple et rapide deraisonner g�eom�etriquement :L'aire "perdue" est l'aire du arr�e AIk
Jk ('est bien un arr�e ar tousles ôt�es sont �egaux �a kp2, v�eri�ation faile puisqu'on a les oordonn�eesde tous les points), moins l'aire A0 du seteur angulaire 
IkJk.Cette derni�ere vaut : A0 = ��22 , ave � = �2 , et � = kp2 soit :A0 = �k22 .Finalement, A = 2k2 � �k22 = �2� �2� k2



6.4. TROISI�EME TYPE DE RACCORD : SPLINE CUBIQUE 556.4. Troisi�eme type de raord : spline ubique6.4.1. D�etermination du raord par spline ubique. | Mainte-nant, outre les raordements d�erivables en Ik et Jk, nous allons supposer :{ que la restrition de f �a l'intervalle [0; k℄ est une fontion polynomialede degr�e 3.{ que f est paire{ que f prend la même valeur en z�ero que dans le as du raordirulaire, soit : 1� 2k + kp2{ que f a une d�eriv�ee nulle en 0Voir �gure 8.
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Figure 8. Raord par spline ubiqueOn �erit les di��erentes ontraintes impos�ees :{ Les ontraintes dûes �a la forme de f :{ Il existe (u; v; w; t) 2 R4 = 8x 2 [0; k℄; f(x) = ux3+vx2+wx+ t{ 8x 2 [0; k℄; f 0(x) = 3ux2 + 2vx+ w{ 8x 2 [k; 1℄; f(x) = �x + 1{ f(0) = t = 1� 2k + kp2{ f 0(0) = w = 0{ Les ontraintes dûes au raordement :{ En Ik : f(k) = 1� k, et f 0(k) = �1, d'o�u les �equations :uk3 + vk2 + t = 1� k3uk2 + 2vk = �1



56 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESOn obtient ainsi :t = 1� 2k + kp2u = �2 + k + 2tk3 = 2p2� 3k2v = 3� 2k � 3tk2 = 4� 3p2k = p2kuConlusion : Ii, la solution f est donn�ee par les expressions :f(x) = x+ 1; si x 2 [�1;�k℄;f(x) = 2p2� 3k2 x3 + 4� 3p2k x2 + 1� 2k + kp2; si x 2 [0; k℄;f(x) = �2p2� 3k2 x3 + 4� 3p2k x2 + 1� 2k + kp2; si x 2 [�k; 0℄;f(x) = �x + 1; si x 2 [k; 1℄:Et f est bien de lasse C1.6.4.2. Calul de l'aire \perdue". | Cette aire A est donn�ee par :A = 2 Z k0 (1� x� f(x)) dx= 2 Z k0 �1� x� ux3 � vx2 � t� dx= 2k(1� t)� k2 � 2uk44 � 2vk33= �116 �p2� k26.5. Comparaison des aires perdues (raord parabolique , ir-ulaire et spline ubique)Si l'on reprend les trois r�esultats, on onstate que dans le as du ra-ord parabolique, l'aire "perdue" est �egale �a k2=3, que pour le raordirulaire, elle est �egale �a (2��=2)k2, en�n que pour le raord par splineubique, elle vaut �116 �p2� k2



6.6. COMPARAISON DES �ENERGIES DE FLEXION 57Or, (2� �=2) a pour valeur approh�ee 0:429 �a 0:001 pr�es, tandis que116 �p2 a pour valeur approh�ee 0:419 �a 0:001 pr�es.L'aire "perdue" est don sup�erieure, lors du raord irulaire, �a elleperdue lors du raord par spline ubique, elle-même sup�erieure �a elleperdue lors du raord parabolique.6.6. Comparaison des �energies de exionDans la suite, nous allons essayer de omparer les �energies de exionobtenues dans les trois as de raord envisag�es : parabolique, irulaire,et par spline ubique.La formule th�eorique de l'�energie de exion ave les notations de lapremi�ere partie est :E = Z k�k � 1R2ds� = 2 Z k0 � (f 00)2(1 + f 02)5=2� ;R �etant le rayon de ourbure et s l'absisse urviligne.Rappelons que dans les trois as envisag�es, f est paire.Toujours ave les mêmes notations que pr�e�edemment, on obtient :E = �p24kdans le as du raord irulaire,Ep = 5p26kpour le as parabolique,et en�n, Es = 2 Z k0 � (6ux+ 2v))2(1 + (3ux2 + 2vx)2)5=2�pour la spline.Pour pouvoir omparer les r�esultats des trois raords, il nous fautrendre les hypoth�eses plus homog�enes ; D'autre part, le alul de Es�etant ompliqu�e, nous allons nous plaer dans un as o�u nous pourronsl�egitimement n�egliger f 02 devant 1, e qui n'�etait pas possible jusqu'alors,puisque f 0 variait de 0 �a �1. Ensuite, nous ferons tendre X vers +1, equi nous permettra d'avoir des �equivalents des di��erentes �energies.



58 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESCes hangements sont illustr�es sur la �gure 9.
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Figure 9. Nouvelles notations. Sh�ema de d�epart.
6.7. Les notationsLes points initiaux (0 < h < 1, X > 0, Z > 0) :A = (0; Z) B = (X; 0) C = (�X; 0)H = (�hX; 0) K = (hX; 0)Les droites initiales :(A;B) : y = �ZXx+ Z(A;C) : y = ZXx+ ZSuite de onstrutions :points : J = (�hX;Z(1� h)) I = (hX;Z(1� h))



6.8. RACCORD TANGENT PAR ARC DE CERCLE AUX POINTS I ET J 596.8. Raord tangent par ar de erle aux points I et J6.8.1. Les �el�ements de base. | Nous appellerons 
 le entre duerle, � son rayon et S l'intersetion de l'ar de erle ave l'axe desordonn�ees. droite : (J;
) : y = �XZ x+ Z(1� h)� hX2Zpoint : 
 = �0; Z(1� h)� hX2Z �
� = hX2Z r1 + Z2X2point : S =  0; Z(1� h)� hX2Z + hX2Z r1 + Z2X2!6.8.2. La exion. |6.8.2.1. Calul exat. | E = Z y(J;I) ds�2Posons �1 = Artan(Z=X)E = 2 Z �10 d�� = 2ZhX2q1 + Z2X2 Artan�ZX�Cherhons un �equivalent de E lorsque X !1 :E � 2Z2hX3On a aussi E = 2Z2hX3 � 5Z43hX5 + 89Z660hX7 + o� 1X7�



60 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLES6.8.2.2. Calul ave la formule approh�ee. | On part de l'�equation dela ourbe entre �hX et hXy = y
 + ��2 � x2�1=2et on alule suessivementy0 = �x ��2 � x2��1=2y00 = ��2 ��2 � x2��3=2(y00)2 = ��2�1� x2�2��3et don E 0 = 2��2 Z hX0 �1� x2�2��3 dxou enore en posant u = x=�E 0 = 2ZhX2 �1 + Z2X2��1=2 Z �0 (1� u2)�3duo�u � = ZX �1 + Z2X2��1=2On trouveE 0 = 2ZhX2 �1 + Z2X2��1=2 � 316 ln�1 + �1� �� + 5� � 3�38(1� u2)2�On a don, lorsque X tend vers +1,E 0 � 2Z2hX3et aussi le d�eveloppement limit�e :E 0 = 2Z2hX3 + 2Z65hX7 + o� 1X7�On peut refaire e alul d'une autre fa�on. Si on appelle M le pointourant de l'ar de erle impliqu�e, on introduit �, l'angle de 
M avel'axe des ordonn�ees. Ainsi :x = � sin(�) y = y
 + � os(�)dx = � os(�)d� y = �� sin(�)d�



6.9. RACCORD TANGENT PAR ARC DE PARABOLE AUX POINTS I ET J 61dydx = �tan(�)d2ydxd� = � 1os2(�)d2ydx2 = � 1�os3(�)d'o�u E 0 = 2� Z Artan( ZX )0 d�os5(�)Le alul est diÆile �a partir de ette formule, mais en revanhe on ob-tient ais�ement un d�eveloppement limit�e. On retombe bien entendu sur ler�esultat pr�e�edent (ouf !).6.9. Raord tangent par ar de parabole aux points I et J6.9.1. Les �el�ements de base. | Sur l'intervalle [�hX; hX℄l'�equation de l'ar de parabole esty = �� Z2hX2� x2 + Z �1� h2�Soit S1 le sommet de la paraboleS1 = �0; Z �1� h2��y0 = � ZhX2x y00 = � ZhX26.9.2. Flexion. |6.9.2.1. Calul exat. |Ep = 2Z23hX3  2Z2X2 + 3�1 + Z2X2 �2!r1 + Z2X2ou enore Ep = 2Z23hX3 0B� 3 + 2 �ZX �2�1 + � ZX �2�3=21CA



62 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESD'o�u Ep � 2Z2hX3et don Ep � E. On a aussiEp = 2Z2hX3 � 5Z43hX5 + 21Z612hX7 + o� 1X7�6.9.2.2. Calul ave la formule approh�ee. |E 0p = Z hX�hX(y00(t))2dtE 0p = 2Z2hX36.10. Raord par une spline ubique6.10.1. Les �el�ements de base. | On va prendre pour raord l'arde ubique qui sur [0; hX℄ v�eri�e : (la ourbe passe par S et J a unetangente horizontale en S et une tangente de pente �Z=X en I)f(0) = Z(1� h)� hX2Z + hXr1 + X2Z2 ; f(hX) = Z(1� h)f 0(0) = 0; f 0(hX) = �ZXOn a sur [0; hX℄ f(x) = ax3 + bx2 + dave d = Z(1� h)� hX2Z + hXr1 + X2Z2ou enore : d = Z(1� h)� hX2Z + hX2Z r1 + Z2X2a = 1h2  � 2XZ � ZX3 + 2XZr1 + Z2X2!b = 1h  3Z + ZX2 � 3Zr1 + Z2X2!



6.11. CONCLUSION 63Remarquons que sur [�hX; 0℄ l'ar de ubique orrespondant est donn�epar l'�equation y = �ax3 + bx2 + d6.10.2. Flexion. |6.10.2.1. Calul exat. | Ii le alul ave la formule ompl�ete est in-extriable.6.10.2.2. Calul ave la formule approh�ee. |E 0s = 8(3a2h3X3 + 3abh2X2 + b2hX)dont on va herher un �equivalent lorsque X ! +1. On a :a � � Z34h2X5b � � Z2hX2Don a2X3 est en 1=X7, abX2 est en 1=X5 et b2X est en 1=X3. Le termeprinipal est 8b2hX, 'est-�a-dire8hX Z24h2X4e qui donne E 0s � 2Z2hX3et on trouve enore le même r�esultat. On peut aussi donner und�eveloppement limit�e E 0s = 2Z2hX3 + 3Z68hX76.11. ConlusionLes trois �en�ergies de exion sont �equivalentes lorsque Z et h restent�xes et X ! +1.On sait de mani�ere th�eorique que si on prend la formule simpli��ee(don si on alule E 0; E 0p; E 0s et non E; Ep; Es) alorsE 0p � E 0s � E 0:



64 CHAPITRE 6. L'ART D'ARRONDIR LES ANGLESNotons () le erle (p) la parabole et (s) la spline onstitu�ee de 2 arsde ubiques, passant par aussi par S. Commen�ons �a regarder le asdes ontraintes : raord d�erivable en I et J et ourbe de lasse C2que r�ealisent les 3 ourbes. On sait que le minimum de E 0 est atteintpour la spline ubique en un seul ar de ubique. Mais ii ette ubiqueest d�eg�en�er�ee en la onique (p). Rajoutons maintenant une ontraintesuppl�ementaire, passer par le point S en plus de I et J , ontrainte quin'est pas r�ealis�ee par (p). On impose toujours bien sûr �a la ourbe d'êtreglobalement C2 sur l'intervalle [�hX; hX℄ (pas sur tout R). On sait quele minimum sous es ontraintes est atteint par la spline en deux ars deubiques (s).Quant-�a-lasser E; Ep; Es 'est une autre a�aire ! Peut-être peut-onlasser failement E et Ep, pour l'autre 'est moins lair mais on peutessayer.



CHAPITRE 7ERRARE HUMANUM EST
7.1. Pr�esentation du probl�emeDans de nombreuses ironstanes nous sommes amen�es �a attribuer desnum�eros �a des objets, des produits, des omptes, des servies de la vie ou-rante : num�eros de s�eurit�e soiale, num�eros de ompte banaire, num�erosde artes de paiement, num�eros de billets de banque, ode des produitsde onsomation, et. Ces num�eros doivent parfois être retransrits ma-nuellement, transmis par t�el�ephone ou lus par des leteurs. Lors de estransriptions des erreurs peuvent être ommises. Un premier probl�emeest de d�eteter es erreurs �eventuelles. Bien entendu il existe des moyensperformants, les odes orreteurs d'erreurs, qui non seulementd�etetent les erreurs de transmission, mais aussi arrivent �a orriger la plu-part d'entre elles. Cependant es m�ethodes performantes demandent desallongements importants des messages �a transmettre et sont peu adapt�esaux num�eros ourants utilis�es par le publi. Nous nous foalisons don iisur des m�ethodes simples �a mettre en �uvre, et qui de e fait se limitent�a la d�etetion des erreurs ommises lors d'une op�eration de reopie.C'est e qu'on appelle des odes d�eteteurs d'erreurs. Ces m�ethodesonsistent en g�en�eral �a rajouter au num�ero, une l�e alul�ee astuieuse-ment en fontion du num�ero. Quelques uns de es odes d�eteteurs sontd�erits dans [idMgl99℄, [Rol01℄ et [Rol02℄. Nous nous int�eresserons iiaux odes qui n'utilisent que les hi�res f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g, et quin'utilisent qu'un hi�re pour la l�e. En outre, si les num�eros (sans la l�e)ont n � 1 hi�res, nous souhaitons pouvoir utiliser les 10n�1 num�eros



66 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTpossibles. Tout ei �elimine le as des num�eros de s�eurit�e soiale et desnum�eros de omptes banaires qui ont une l�e onstitu�ee de deux hi�res.Cela �elimine aussi le ode ISBN, utilis�e pour les livres, en raison d'unel�e qui peut être, en plus des dix hi�res, le symbole X.7.2. Les erreurs possiblesSi on analyse de plus pr�es les erreurs ommises il apparâ�t que er-taines d'entre elles sont plus probables que d'autres. Nous distingueronsen partiulier les types disjoints suivants.� Erreur uniqueLe mot : a0a1 � � �ai � � �an�1est transform�e en : a0a1 � � � bi � � �an�1;o�u ai 6= bi.� Transposition de hi�res ons�eutifsLe mot : a0a1 � � �aiai+1 � � �an�1est transform�e en : a0a1 � � �ai+1ai � � �an�1;o�u ai 6= ai+1.On dispose en fait d'une lassi�ation des erreurs plus �ne que elledonn�ee ii. Cependant l'�etude des fr�equenes relatives des divers typesd'erreurs fait apparâ�tre une majorit�e importante pour es deux typesd'erreurs. Type de l'erreur Fr�equene relativeErreur unique 0:791Transposition 0:102Nous onsid�ererons, bien que e ne soit pas tout �a fait le as, que lesautres erreurs sont totalement al�eatoires et se omportent omme si onavait tir�e au sort un nombre (y ompris la l�e) distint du nombre originalparmi les 10n � 1 possibilit�es restantes.



7.3. COMPARONS DEUX M�ETHODES PROCHES 67Remarque 7.2.1. | Le umul d'une erreur de type erreur unique aveune transposition est lass�e dans les erreurs al�eatoires et non pas dansles deux premiers types.7.3. Comparons deux m�ethodes prohes7.3.1. Codes de type UPC (Universal Produt Code) ou EAN(European Artile Number). | Soit :anan�1 � � �a1a0un mot de longueur n+ 1, dont la l�e est a0. On alule a0 de telle sorteque : a0 + 3a1 + a2 + 3a3 + � � �+ a2k + 3a2k+1 + � � � � 0 (10):a) Ce ode d�etete-t-il toutes les erreurs uniques ? Sahant qu'uneerreur de e type s'est produite, quelle est la probabilit�e de la d�eteter ?b) Ce ode d�etete-t-il toutes les transpositions de hi�resons�eutifs ? Sahant qu'une erreur de e type s'est produite, quelleest la probabilit�e de la d�eteter ?d) Lorsqu'une erreur qui n'est pas d'un des deux types pr�e�edents seproduit on admettra que la probabilit�e de la d�eteter est 0:9. Commentpeut-on justi�er math�ematiquement (approximativement) ette probabi-lit�e ?e) Quand une erreur se produit, quelle est la probabilit�e de lad�eteter ?7.3.2. Code IBM ou r�egle de Luhn. | Soitanan�1 � � �a1a0un mot de longueur n+1, dont la l�e est a0. Pour tout nombre a repr�esent�epar un seul hi�re, on d�e�nitm(a) = � 2 � a mod 9 si 0 � a < 99 si a = 9:On alule a0 de telle sorte que :a0 +m(a1) + a2 +m(a3) + � � �+ a2k +m(a2k+1) + � � � � 0 (10):



68 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTa) Ce ode d�etete-t-il toutes les erreurs uniques ? Sahant qu'uneerreur de e type s'est produite, quelle est la probabilit�e de la d�eteter ?b) Ce ode d�etete-t-il toutes les transpositions de hi�resons�eutifs ? Sahant qu'une erreur de e type s'est produite, quelleest la probabilit�e de la d�eteter ?d) Lorsqu'une erreur qui n'est pas d'un des deux types pr�e�edents seproduit on admettra que la probabilit�e de la d�eteter est 0:9. Commentpeut-on justi�er math�ematiquement (approximativement) ette probabi-lit�e ?e) Quand une erreur se produit, quelle est la probabilit�e de lad�eteter ?7.4. Est-e possible ?Les deux exemples pr�e�edents, tr�es utilis�es en pratique, sou�rent dumême manque : ils ne d�etetent pas tous les as de transposition de deuxsymboles ons�eutifs. Le probl�eme est don pos�e : existe-t-il un oded�eteteur tel que :{ les symboles utilis�es sont 0; 1; � � � ; 9 ;{ le ode est onstitu�e d'un num�ero ayant n symboles a1a2 � � �an etd'une l�e an+1 = f(a1; a2; � � �an) alul�ee en fontion du num�ero ;{ les num�eros admissibles sont les 10n num�eros possibles onstitu�esave les 10 symboles. Autrement dit la fontion f doit être d�e�niesur f0 � � �9gn et �a valeurs dans f0 � � �9g ;{ le ode d�etete toute erreur unique ;{ le ode d�etete toute erreur de type transposition de deux symbolesons�eutifs, y ompris si la l�e est impliqu�ee.7.5. Commen�ons par n = 27.5.1. introdution d'une op�eration et d'un ode assoi�e. |Dans e as le num�ero est onstitu�e de deux digits d�eimaux x1x2 et lal�e est alul�ee par une formule du type :x3 = f(x1; x2);



7.5. COMMENC�ONS PAR n = 2 69le tout donnant un mot de ode valide x1x2x3. Nous noterons C1 e ode,'est �a dire l'ensemble des mots x1x2x3 valides. Dans e as la fontion fpeut être d�e�nie par un tableau F de taille 10� 10, qui ontient dans laase situ�ee �a la ligne i et �a la olonne j la valeur f(i; j). Cei nous inite�a �erire f sous forme d'op�eration, 'est-�a-dire :x3 = f(x1; x2) = x1 ? x2:On se rend ompte que pour que e ode d�etete toute erreur unique ilfaut et il suÆt que :(1) les �el�ements d'une même ligne soient tous di��erents, autrement dit,haque ligne donne une permutation de f0 � � �9g ;(2) les �el�ements d'une même olonne soient tous di��erents, autrementdit, haque olonne donne une permutation de f0 � � �9g.On peut exprimer ei en disant que :Th�eor�eme 7.5.1. | Le ode C1 onstruit pr�e�edemment d�etete touteerreur unique si et seulement si le tableau T est un arr�e latin.Pour que e ode d�etete une erreur de transposition de deux digitsons�eutifs il faut et il suÆt que :(3) i ? j 6= j ? i pour tout i 6= j ; on dit dans e as que la loi ? estanti-ommutative ou que le tableau T est anti-ommutatif ;(4) si i ? j = k alors i ? k 6= j pour tout j 6= k.En e�et, si x1x2x3 est un mot valide, on d�etete grâe �a (3) la transposi-tion de x1 ave x2 pourvu bien sûr que x1 6= x2. Grâe �a (4) on d�etetela transposition de x2 ave x3 quand x2 6= x3. On peut ainsi �enoner :Th�eor�eme 7.5.2. | Le ode C1 onstruit pr�e�edement d�etete touteerreur unique et toute erreur de transposition de deux digits ons�eutifssi et seulement si le tableau T est un arr�e latin anti-ommutatif quiv�eri�e la ondition (4).7.5.2. Un autre ode assoi�e �a la même op�eration. | Nous sup-posons maintenant que le tableau T d�e�nissant l'op�eration ? est unarr�e latin. De e fait pour tout x 2 f0; � � � ; 9g il existe un uniquey 2 f0; � � � ; 9g tel que : x ? y = 0:



70 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTEn ons�equene l'�equation :(u1 ? u2) ? u3 = 0;d�e�nit une l�e :(6) u3 = g(u1; u2)Remarquons que puisqu'on a d�e�ni f(u1; u2) = u1 ? u2, on a :f(u1; u2) ? g(u1; u2) = 0:Th�eor�eme 7.5.3. | Soit ? une op�eration sur f0; � � � ; 9g dont la tableT est un arr�e latin. Le ode C d�e�nit par (6) d�etete toute erreur detransposition de deux digits ons�eutifs si et seulement si T est anti-ommutatif et :(4') si (i ? j) � k = 0 alors (i ? k) ? j 6= 0 pour tout j 6= k.Remarquons que la ondition (4) n'est pas �equivalente �a la ondition(40) et don les deux odes assoi�ees �a l'op�eration ? d�e�nies par f et gn'ont pas n�eessairement les mêmes propri�et�es.7.5.3. Essai ave des op�erations issues de Z=10Z. | Dans ettesetion, toutes les op�erations (addition, soustration) sont faites dansZ=10Z, 'est-�a-dire modulo 10. Nous n'�erirons pas le modulo. Essayonsd�ej�a de onstruire un arr�e latin anti-ommutatif en d�e�nissant la l�e x3�a mettre dans la ase situ�ee �a la ligne x1 et �a la olonne x2 par :(7) x3 = �1(x1) + �2(x2);o�u �1 et �2 sont des permutations de f0; � � � ; 9g. Cei est bien entenduune m�ethode simple pour d�e�nir ertaines fontions partiuli�eres f per-mettant un alul de l�e sous la forme x3 = f(x1; x2). On onstate que lesfontions �1 et �2 �etant bijetives le tableau ainsi onstruit est un arr�elatin, si bien que le ode assoi�e d�etete toute erreur unique. Nous pou-vons supposer sans perdre de g�en�eralit�e que �1 est l'identit�e, 'est-�a-direqu'on peut ne onsid�erer que des fontions d�e�nies par :(8) x3 = x1 + �(x2);o�u � est une permutation de f0; � � � ; 9g dans la mesure o�u nous avons :



7.5. COMMENC�ONS PAR n = 2 71Lemme 7.5.4. | Il existe un arr�e latin anti-ommutatif d�e�ni parune �equation de type (7) si et seulement s'il existe un arr�e latin anti-ommutatif d�e�ni par une �equation du type (8).D�emonstration. | Comme une �equation de type (8) est un as partiu-lier d'�equation du type (7), il suÆt de montrer que s'il existe un arr�elatin anti-ommutatif d�e�ni par une �equation (7), il existe un arr�e latind�e�ni par une �equation (8). D�e�nissons un tableau en mettant dans laase qui se trouve �a la ligne y1 et �a la olonne y2 la l�e y3 d�e�nie par :y3 = y1 + �2 ���11 (y2)� :Cette �equation est bien du type (8) ave � = �2 ���11 � qui est bien unepermutation, e qui donne bien un arr�e latin. Posons x1 = ��11 (y1) etx2 = ��11 (y2). Alors si y1 6= y2, on a aussi x1 6= x2 et :y2+�2 ���11 (y1)� = �1(x2)+�2(x1) 6= �1(x1)+�2(x2) = y1+�2 ���11 (y2)� ;e qui prouve que le tableau est aussi anti-ommutatif.Lemme 7.5.5. | Le arr�e latin T d�e�ni par (8) est anti-ommutatifsi et seulement si l'appliation g(x) = x � �(x) est une permutation def0; � � � ; 9g.D�emonstration. | En e�et, T est anti-ommutatif si et seulement si pourtout x1 6= x2 on a : x1 + �(x2) 6= x2 + �(x1);'est-�a-dire : x1 � �(x1) 6= x2 � �(x2);ou enore : g(x1) 6= g(x2);e qui dans le as d'une appliation d'un ensemble �ni dans lui-même est�equivalent �a g bijetive.Lemme 7.5.6. | Toute permutation � de f0; � � � ; 9g v�eri�e :9Xi=0 �(i) � 5 (10):



72 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTD�emonstration. | Puisque � est une permutation :9Xi=0 �(i) = 9Xi=0 i � 5 (10):Th�eor�eme 7.5.7. | Il n'existe auun arr�e latin anti-ommutatifonstruit grâe �a une �equation de type (7)D�emonstration. | Il suÆt de montrer qu'il n'y en a auun onstruitgrâe �a une �equation (8). Pour ela il suÆt de onstater que pour toutepermutation � on a :9Xi=0 (i� �(i)) = 9Xi=0 i� 9Xi=0 �(i) � 0 (10):Don g(x) = x� �(x) n'est pas une permutation.A fortiori, il n'exite pas de ode onstruit de ette fa�on qui d�etetetoute erreur unique et toute transposition de deux digits ons�eutifs.Remarquons que les deux exemples que nous avons donn�es (ode EANet loi de Luhn) sont de e type.7.5.4. Mais alors 'est possible !| Le seul espoir restant pour trou-ver un ode r�epondant aux ontraintes et qui d�etete toute erreur uniqueet toute transposition de deux digits ons�eutifs r�eside dans le hoixd'une bonne op�eration f plus ompliqu�ee que elles onstruites de lafa�on pr�e�edente. On ne va toutefois pas trop ompliquer, on va hoisirune m�ethode du type pr�e�edent, mais o�u l'addition modulo 10 sera rem-pla�ee par une autre loi de groupe, qui ne soit pas ommutative (pourune loi ommutative, les d�emonstrations pr�e�edentes s'appliquent).7.5.4.1. Le groupe di�edral d'ordre 10. | Consid�erons le groupe D10 desisom�etries qui laissent invariant un pentagone r�egulier. Supposons queles sommets du pentagone soient les points Mk d'aÆxe Zk (0 � k < 5) :Zi = e 2i�5 :Nous noterons Æ la loi de e groupe, 'est-�a-dire la omposition des trans-formations. Ce groupe omporte les 5 rotations Rk (0 � k < 5), o�u Rk



7.5. COMMENC�ONS PAR n = 2 73est la rotation de entre O et d'angle 2k�=5, ainsi que les 5 sym�etriesSk o�u Sk est la sym�etrie d'axe passant par O et par le sommet Mk. Cegroupe est le produit semi-diret :D10 ' Z=5Zo Z=2Z:Plus pr�eis�ement, notons R la rotation R1, si bien que pour 0 � k < 5 ona Rk = Rk. Notons S la sym�etrie S0. Tout �el�ement du groupe D10 s'�eritd'une fa�on et d'une seule sous la forme :(9) T = Rk Æ Sr;o�u 0 � k < 5 et 0 � r < 2. Le groupe D10 est isomorphe au produit semi-diret Z=5Zo Z=2Z dont an notera : l'op�eration grâe �a l'appliation� de Z=5Zo Z=2Z dans D10 d�e�nie par�(k; r) = Rk Æ Sr:Ainsi dans Z=5Zo Z=2Z :(k1; r1):(k2; r2) = (k1 + (�1)r1k2; r1 + r2):La somme et le produit utilis�es dans le alul k1 + (�1)r1k2 sont lesop�erations habituelles d'entiers modulo 5. Le groupe Z=2Z agit sur Z=5Zpar produit par (�1)r, o�u r 2 Z=2Z, le r�esultat �etant �a prendre modulo5. Pour le groupe vu sous forme g�eom�etrique on a :T1 Æ T2 = (Rk1 Æ Sr1) Æ (Rk2 Æ Sr2) = Rk1 Æ (Sr1 ÆRk2 Æ Sr1) Æ Sr1+r2 :Autrement dit : T1 Æ T2 = � Rk1+k2 Æ Sr2 si r1 = 0Rk1�k2 Æ S1+r2 si r1 = 1;o�u les exposants de R sont �a prendre modulo 5 et eux de S modulo 2.Num�erotons alors de 0 �a 9 les �el�ements du groupe D10 en attribuant �ala transformation : T = Rk Æ Srle num�ero : 5r + k:



74 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTSi x est le num�ero de T1 et y le num�ero de T2, nous ferons l'abus denotation onsistant �a �erire xÆy le num�ero de la transformation ompos�eeT1 Æ T2.7.5.5. Une bonne permutation. | Nous allons utiliser le mêmeprinipe que dans le as d'un groupe ommutatif, 'est-�a-dire que nousallons utiliser des fontions f partiuli�eres pour aluler la l�e :(10) x3 = x1 Æ �(x2);o�u � est une permutation de f0; � � � ; 9g. Cette formule est tout �a faitomparable �a la formule (8). Tout en �etant non-ommutatif, le groupedi�edral ne donne pas une loi anti-ommutative, ar les rotations om-mutent. Mais si on hoisit bien la permutation � la loi d�e�nie par (10)sera anti-ommutative. Consid�erons la permutation � d�e�nie par :�(x) = � 4� x si 0 � x � 4x si 5 � x � 9:Th�eor�eme 7.5.8. | Pour tout x et tout y dans f0; � � � ; 9g tels quex 6= y on a x Æ �(y) 6= y Æ �(x).D�emonstration. | Si 0 � x; y � 4 ave x 6= y alors :x Æ �(y) = x Æ (4� y) = (x� 1� y) mod 5:En revanhe : y Æ �(x) = (y � 1� x) mod 5:Don : x Æ �(y)� y Æ �(x) = 2(x� y) mod 5 6= 0:Si 0 � x � 4 < y � 9 alors :x Æ �(y) = x Æ y = 5 + (x+ y mod 5):En revanhe :y Æ �(x) = y Æ (4� x) = 5 + (x+ y + 1 mod 5):Ce qui prouve qu'il n'y a pas �egalit�e.La d�emonstration dans la situation o�u 0 � y � 4 < x � 9 est�evidemment identique.



7.5. COMMENC�ONS PAR n = 2 75Si 5 � x; y � 9 alors :x Æ �(y) = x Æ y = (x� y mod 5):En revanhe : y Æ �(x) = y Æ x = (y � x mod 5):Don : x Æ �(y)� y Æ �(x) = 2(x� y) mod 5 6= 0:�A partir de e th�eor�eme on peut �enoner le orollaire :Corollaire 7.5.9. | La table de l'op�eration ? d�e�nie par :x ? y = x Æ �(y);est un arr�e latin anti-ommutatif.Le tableau T assoi�e �a la loi ? est donn�e par :
T =

? 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90 4 3 2 1 0 5 6 7 8 91 0 4 3 2 1 6 7 8 9 52 1 0 4 3 2 7 8 9 5 63 2 1 0 4 3 8 9 5 6 74 3 2 1 0 4 9 5 6 7 85 6 7 8 9 5 0 4 3 2 16 7 8 9 5 6 1 0 4 3 27 8 9 5 6 7 2 1 0 4 38 9 5 6 7 8 3 2 1 0 49 5 6 7 8 9 4 3 2 1 07.5.5.1. La onstrution. | On va d�e�nir la l�e sous la forme :(11) �(x1) Æ �2(x2) Æ �3(x3) = 0plutôt que sous la forme x3 = f(x1; x2), ar ensuite, l'extension au asn � 2 est plus simple. Ainsi les mots de odes orrets sont de la formex1x2x3 de telle sorte que l'�equation (11) soit r�ealis�ee. Remarquons quenous n'avons pas besoin de parenth�eses, puisque Æ est une loi de groupe,don assoiative. On laisse au leteur le soin de v�eri�er que le ode ainsi



76 CHAPITRE 7. ERRARE HUMANUM ESTonstruit d�etete toute erreur unique et toute transposition de deux digitsons�eutifs (y ompris si la l�e est impliqu�ee).7.6. Passage du as n = 2 au as n � 2Maintenant, expliquons omment aluler la l�e dans le as g�en�eral.On alule an en fontion de a1; � � � ; an�1 de telle sorte que :�(a1) Æ �2(a2) Æ � � � Æ �n�1(an�1) Æ �n(an) = 0:Ce ode a bien les propri�et�es onvoit�ees.7.7. Une onstrution partiuli�ereLa onstrution suivante a �et�e utilis�ee pour num�eroter les billets debanque allemands. Elle ressemble �a la onstrution pr�e�edente mais uti-lise une autre permutation et un alul un peu di��erent de la l�e.On part de l'op�eration(12) x3 = x1 Æ �(x2);o�u � est la permutation de f0; � � � ; 9g d�e�nie par :�(0) = 1; �(1) = 5; �(2) = 7; �(3) = 6; �(4) = 2;�(5) = 8; �(6) = 3; �(7) = 0; �(8) = 9; �(9) = 4;Th�eor�eme 7.7.1. | La loi ? :x ? y = x Æ �(y)d�e�nit un arr�e latin antiommutatif.



7.8. CONCLUSION 77D�emonstration. | Il suÆt d'�erire le tabeau T de la loi ? pour onstaterqu'il a les propri�et�es attendues :
T =

? 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90 1 5 7 6 2 8 3 0 9 41 2 6 8 7 3 9 4 1 5 02 3 7 9 8 4 5 0 2 6 13 4 8 5 9 0 6 1 3 7 24 0 9 6 5 1 7 2 4 8 35 9 0 3 4 8 2 7 5 1 66 5 1 4 0 9 3 8 6 2 77 6 2 0 1 5 4 9 7 3 88 7 3 1 2 6 0 5 8 4 99 8 4 2 3 7 1 6 9 5 0On d�e�nit alors le ode de longueur 11 o�u les mots x1x2 � � �x11v�eri�ent : �(x1) Æ �2(x2) Æ � � � Æ �10(x10) Æ a11 = 0:On laisse au leteur le soin de v�eri�er que e ode d�etete aussi toujoursune erreur unique et toujours une transposition de deux digits ons�eutifs.7.8. ConlusionPerseverare diabolium.
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