Niveau : 2 -

1 Remarques préliminaires

Le développement en fraction continue d'un nombre ré&urnit une suite de fractions (donc de
nombres rationnels) qui converge vetrs€En un certain sens qu’on précisera, ces fractions coestitu
les meilleures approximations rationnelles possiblesatubrez.

Nous allons raisonner sur des nombres réels 0. Pour un tel réek non entier il existe une décom-
position et une seule sous la forme :

1
T =x9=ao+ —,
I
oUaq est la partie entiere de, :
ag = Ll’oJ

Dans ce cas, comnie< I—ll < 1,onax; > 1.

2 Le cas des nombres rationnels

Supposons que = soit un nombre rationnel aveg > 0 etwu; > 0. Effectuons la division
euclidienne :
Up = apUy + Ug,

alors ou bienu, est nul, ou bien on peut écrire :

avecr; = Z—; On réitere alors le procédé a partir de
Si la division euclidienne s’arréte a :
U = AQpUk+1,

c’est-a-dire quer, = ay, alorsx s’écrit

1
T = Qg + 1
a +
1
as +
1
077 + —
ag
On note alors dans ce cas :
r = [a'07a17 ot aa'k]7



ou lesa; sont des entiers 0, ou pourl < i < k onaa; > 1 et oua,>1.
Une telle expression sera dite une fraction continue simple

3 Cas des nombres irrationnels
Désormais on suppose quest un nombre irrationnet 0. On écrit alors comme précédemment :
xr =ag+ eq,

oUaq est la partie entiere deete; sa partie fractionnaire qui est un nombre irrationet e; < 1.

On pose alors :
1

Ty = —,
€1
si bien quer; est un nombre irrationnet 1. On peut donc réappliquera la construction qui a été
faite a partir dez. On définit ainsi par récurrence trois suites);>o, (e;)i>1, (x;)i>1 de telle sorte
que :

Ti = a; + €41,

oua; est la partie entiere de, e; sa partie fractionnaire et ou :

1
Tiv1 = .
€i+1
Ainsipouri > 1onaa; > 1,0<e; <1,x; > 1.
On peut alors écrire
1
T = ay+ 1
aq + 1
Qo +
1
ap—1 + x—
k

mais cette fois-ci, il intervient dans I'écriture le nombrg > 1 qui lui n’est pas un entier mais un
irrationnel. On se permettra d’écrire encore :

xr = [ao,a1, ce ;a/k—laxk]a

avec maintenant leg entier> 0, aveca; > 1 pourl < i < k, et enfinz; irrationnel> 1.



3.1 Généralisation des fractions continues simples

Soientby, - - - , b, des réels> 0. On étudie poutt < i < k les expressions
by + !
C; =
0 b + !
' 1
by +

bi—1 + !
i—1 bz

eXprESSionS qu’on notera encore :
C; = [b()u e 7bz]

Posons alors :
po=">by p1="biby+1,

po=1 q=h.
On définit par récurrence po@r< i < k :
pi = bipio1+pia
G = bigi1+ g2
Théoréme 3.1 Pour touti tel qued < i < kona:

_ b
qi

C;

Théoreme 3.2Pour toutl <i < kona:

Pidi1 — qipio1 = (—1)",

etpourtou <: < kona: 4
Pidi—2 — qiPi—2 = (—1)sz'-

Corollaire 3.3 Pourtoutl <i< kona:

etpourtou <: < kona: '
bi(—1)
qiqi—2

Ci — Ci—2 =

Théoréme 3.4 La suite de terme général; est strictement croissante.
La suite de terme général, ., est strictement décroissante.
Pour touti, co;1q1 > co;.



3.2 Application aux réduites d’'un nombre irrationnel

Nous allons appliquer I'étude précédente faite sur la géis@tion des fractions continues simples, au
développement d’un nombre irrationnel> 0. On sait quer = [ag, a1, - - - , ax_1, Tx). INntroduisons
alors comme dans le sous-paragraphe précédent les Guitest (¢;); définies par récurrence par :

Po=ay p1=aiap+ 1,

=1 q =a,
etpour2 <:<k:

Di = QPi—1 T Pi—2
¢ = @i¢i—1+gi—2.
Posons encore : .
C; = &7
qi

si bien que compte tenu des résultats du sous-paragraptédpré nous pouvons écrire :
cr = lag, ay, - -, ag).

Le nombrec;, est appelé la réduite d’ordfiedu nombrer.

Remarque: Comme les nombres; sont des entiers il en est de méme des nompyes ¢;. Les
nombres:; sont des nombres rationnels.

La relationp;q;_1 — ¢;pi—1 = (—1)""! montre quep; etg; sont premiers entre eux.

Ceci justifie la notation :

x:[a'(];a'l’"'aa'k’ ]
Théoréme 3.6 On a l'inégalité :
1
qk qy

4 Cas des nombres irrationnels quadratiques
Un irrationnel quadratique est un nombre de la forme :

A+ Vn
==,

ou A, B,n sont des entiersy( > 0, B # 0). Ce sont les racines non rationnelles des équations du
second degré a coefficients rationnels.

X

Ceci veut dire que :

T =[ag," ks Qi1 " * Qs U1 * ** Qg ** |-



5 Comparaison des reduites a d’autres approximations ratio-
nelles
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